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Мир нестабилен, но его нельзя назвать непостижимым. Главное, 

не забывать простое правило: все, что он выражает в виде бесчисленных 

жизней и существ, всегда заканчивается знаками восклицания 

и не носит вопросительного характера.

Карл Уве Кнаусгор. «Лето»
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Я знаком с двумя подростками, которые обладают знаниями, невообрази-

мыми для любых ученых, философов и исследователей прошлых веков. Это 

мои сыновья. Нет, я не из тех, кто любит похвастаться экстраординарными 

талантами своих детей. Но у этих двух парней есть карманные устройства, 

дающие им доступ к самому обширному хранилищу информации из когда-

либо созданных. Теперь, когда они овладели искусством поиска по Интернету, 

нет такого фактологического вопроса, на который они не в состоянии отве-

тить. Они переводят тексты с любого иностранного языка, не листая огром-

ные словари (к слову, мы их не выбрасываем, чтобы наши дети знали, как 

все обстояло лишь несколько лет назад). Они мгновенно получают новости 

со всех уголков мира. Они общаются со своими сверстниками так, что вы 

даже не замечаете, независимо от того, какое расстояние их разделяет. Они 

детально планируют свои прогулки. С другой стороны, они могут тратить 

время на видеоигры или следовать модным тенденциям, которые меняются 

настолько быстро, что я даже не знаю, почему они так важны.

Все перечисленное выше стало возможным благодаря огромному про-

грессу цифровых технологий. Устройства, которые мы сегодня носим в на-

ших карманах, обладают большей вычислительной мощью, чем те, с чьей 

помощью люди добрались до Луны. Как показывает пример с этими двумя 

подростками, наша жизнь претерпела огромные изменения; предсказания 

о будущем варьируются от утопий, в которых людям больше не придется ра-

ботать, до антиутопий, где горстка счастливчиков сможет наслаждаться пол-

ноценной жизнью, тогда как остальные окажутся обреченными на безысход-

ность. К счастью, мы сами творцы своего будущего, и важную роль в этом 

играет то, насколько хорошо мы владеем технологиями, лежащими в основе 

потенциальных свершений и изменений. Мы живем в лучший период чело-

веческой истории, хотя в суете повседневной жизни об этом можно забыть. 

Мы здоровее, чем когда-либо, и средняя продолжительность нашей жизни 

больше, чем у любого предыдущего поколения. Несмотря на несправедли-

вость вопиющего неравенства, огромная часть человечества освободилась 

из оков нищеты. Мы еще никогда не были так близко друг к другу —  как в бук-

вальном, так и в виртуальном смысле. Можно сетовать на коммерциализа-

цию массового глобального туризма, но дешевые путешествия позволяют 

нам знакомиться с другими культурами и посещать места, которыми раньше 
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мы любовались только в иллюстрированных журналах. Весь этот прогресс 

может и должен продолжаться.

Но, чтобы сделать свой вклад в этот прогресс, недостаточно просто ис-

пользовать цифровые технологии. В  них нужно разбираться. Во-первых, 

по сугубо практической причине: это открывает отличные карьерные воз-

можности. Во-вторых, даже если вы не планируете работать в сфере техно-

логий, вам нужно понимать их основополагающие принципы; это позволит 

как следует оценить их потенциал и поучаствовать в их развитии. Наряду 

с оборудованием (компонентами, из которых состоят компьютеры и цифро-

вые устройства) не менее важной частью цифровых технологий является про-

граммное обеспечение —  приложения, позволяющие выполнять на этом обо-

рудовании ту или иную задачу. В основе приложений лежат реализуемые ими 

алгоритмы —  наборы инструкций, которые описывают способы решения 

этих задач (не самое точное определение алгоритма, но не волнуйтесь: у нас 

есть целая книга, чтобы его уточнить). Без алгоритмов компьютеры были бы 

бесполезными, а все современные технологии попросту не существовали бы.

Необходимые знания меняются со  временем. На  протяжении значи-

тельной части истории человечества образование считалось необязатель-

ным. Большинство людей были неграмотными, но даже если их чему-то об-

учали, то только практическим навыкам и религиозным текстам. В начале 

девятнадцатого века более 80% мирового населения никогда не посещало 

школу; теперь же большинство людей обучались в ней хотя бы несколько 

лет. Ожидается, что к концу этого века число необразованных людей в мире 

упадет до нуля. Время, которое мы тратим на обучение, тоже выросло. Если 

в 1940 году менее 5% американцев имели степень магистра, то в 2015-м этот 

показатель почти достиг трети.

В девятнадцатом веке ни в одной школе не преподавали молекулярную 

биологию, так как о ней еще никто не знал; ДНК открыли лишь ближе к се-

редине двадцатого века. И теперь это часть любой учебной программы. Не-

что похожее можно сказать об алгоритмах: их придумали еще в древние вре-

мена, но до изобретения современных компьютеров ими интересовались 

лишь немногие. Автор этой книги убежден, что мы достигли уровня, на кото-

ром алгоритмы являются одним из ключевых аспектов того, что мы считаем 

базовыми знаниями. Тот, кто не знает, что они представляют собой и как ра-

ботают, не может оценить их потенциал и понять, как они влияют на нашу 

жизнь, чего от них следует ожидать, какие у них ограничения и что требу-

ется для их работы. Поскольку наше общество все больше полагается на алго-

ритмы, нам, как осведомленным гражданам, следует в них ориентироваться.
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Наряду с оборудованием (компонентами, из которых состоят компью-

теры и цифровые устройства) не менее важной частью цифровых техноло-

гий является программное обеспечение —  приложения, позволяющие выпол-

нять на этом оборудовании ту или иную задачу. В основе приложений лежат 

реализуемые ими алгоритмы.

Изучение алгоритмов может иметь и другие преимущества. Если мате-

матика знакомит нас с формальным видом мышления, знание алгоритмов 

позволяет рассуждать о вещах новым, алгоритмическим образом, направ-

ленным на практическое решение задач. Благодаря этому эффективные реа-

лизации алгоритмов в виде программ могут быстро выполняться на компью-

терах. Подход, в котором акцент делается на практичных и эффективных 

процессах проектирования, может пригодиться не только профессиональ-

ным программистам.

Эта книга призвана познакомить с  алгоритмами читателя, далекого 

от компьютерных наук, и объяснить ему, как они работают. Мы не стремимся 

показать, как алгоритмы влияют на наши жизни, —  с этим отлично справ-

ляются другие книги, в которых речь идет о том, как прогресс в обработке 

больших данных, искусственный интеллект и повсеместное внедрение вы-

числительных устройств могут изменить человеческую природу. Нас в пер-

вую очередь интересует не то, что может произойти в будущем, а, скорее, как 

это может случиться. Для этого мы представим здесь настоящие алгоритмы 

и покажем не только то, что они делают, но и принцип их работы. Вместо об-

щих фраз вас ждут подробные объяснения.

Знание алгоритмов позволяет рассуждать о вещах новым, алгоритми-

ческим образом, направленным на практическое решение задач. Благодаря 

этому эффективные реализации алгоритмов в виде программ могут быстро 

выполняться на компьютерах.

На вопрос «что такое алгоритм?» есть удивительно простой ответ. Это 

определенный способ решения задачи, который можно описать в виде про-

стых шагов и затем выполнить на компьютере с поразительной скоростью 

и эффективностью. Однако в таких решениях нет ничего волшебного. Тот 

факт, что они состоят из элементарных шагов, означает, что в них способны 

разобраться большинство людей.

На самом деле для чтения этой книги достаточно знаний, полученных 

в средней школе. Конечно, в некоторых главах есть немного математики, так 

как невозможно рассуждать об алгоритмах вообще без формул и формаль-

ных обозначений. В тексте объясняются любые концепции, распространен-

ные в мире алгоритмов, но малоизвестные за пределами компьютерных наук.
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Вот что написал недавно скончавшийся физик во введении в свою самую 

популярную книгу, «Краткая история времени», изданную в 1988 году: «Мне 

сказали, что каждая включенная в книгу формула уменьшит число покупа-

телей вдвое». Это звучит довольно угрожающе для настоящей книги, так как 

математика в ней встречается не раз. Но я решил не обращать на это внима-

ние по двум причинам. Во-первых, для понимания физики Хокинга требуется 

знание математики университетского уровня; здесь все намного доступнее. 

Во-вторых, эта книга призвана показать не только назначение алгоритмов, 

но и то, как они работают внутри, поэтому читателю должны быть знакомы 

некоторые термины, используемые здесь, в том числе математические. Си-

стема обозначений не является прерогативой технической интеллигенции, 

и владение ею поможет развеять ореол загадочности, окружающий данную 

тему; в конце вы увидите, что это в основном сводится к умению рассуждать 

о вещах четко и поддающимся измерению способом.

Книга вроде этой не может полностью охватить тему алгоритмов, но мы 

попытаемся провести краткий обзор и познакомить читателя с алгоритми-

ческим образом мышления. Основа будет заложена в первой главе, из нее 

вы узнаете, что такое алгоритмы и как измерить их эффективность. Сразу 

отметим, что алгоритм —  это конечная последовательность шагов, которые 

можно выполнить с помощью ручки и листа бумаги, и это простое опреде-

ление не так уж далеко от истины. Дальше в главе 1 будет исследована взаи-

мосвязь между алгоритмами и математикой. Отличаются же они практич-

ностью: при написании алгоритмов нас интересуют прикладные способы 

решения задач. Это означает, что нам нужно как-то оценивать практичность 

и эффективность наших алгоритмов. Вы увидите, что эти аспекты можно рас-

сматривать в строго очерченных рамках вычислительной сложности; именно 

в этом контексте будет проходить обсуждение алгоритмов на страницах дан-

ной книги.

Следующие три главы посвящены трем наиболее важным сферам приме-

нения алгоритмов. В главе 2 рассматриваются алгоритмы для решения задач, 

связанных с сетями, известными как графы. В число этих задач входит по-

иск маршрута на дороге или последовательности звеньев, соединяющих вас 

с другими людьми в социальной сети. Сюда же отнесем задачи из других обла-

стей с не такими очевидными связями: секвенирование ДНК и планирование 

соревнований; это проиллюстрирует тот факт, что разного рода задачи могут 

быть эффективно решены с помощью одних и тех же инструментов.

В главах 3 и 4 вы узнаете, как искать и упорядочивать элементы. Тема мо-

жет показаться прозаической, но она одна из самых важных с точки зрения 



практического применения компьютеров. Компьютеры тратят много вре-

мени на сортировку и поиск, однако мы редко обращаем на это внимание, 

поскольку указанные операции —  неотъемлемая и невидимая часть боль-

шинства приложений. Сортировка и поиск даже дают некоторое представ-

ление о важном аспекте алгоритмов. Многие задачи можно решать разными 

способами. Выбор подходящего алгоритма зависит от его характеристик; не-

которые алгоритмы больше подходят для определенных задач, чем другие. 

Поэтому вам полезно увидеть, как разные алгоритмы с разными характери-

стиками справляются с решением одной и той же задачи.

В следующих двух главах представлены важные способы применения ал-

горитмов в широких масштабах. В главе 5 мы снова вернемся к графам, чтобы 

объяснить алгоритм, который можно применять для ранжирования веб-стра-

ниц в порядке их значимости. PageRank использовался компанией Google 

в момент ее основания. Успех этого алгоритма в ранжировании результатов 

поиска сыграл ключевую роль в феноменальном успехе Google как компании. 

К счастью, разобраться в его работе не так уж сложно. Это позволит увидеть, 

как алгоритмы справляются с задачей, которую, на первый взгляд, нельзя ре-

шить с помощью компьютеров: как оценить важность тех или иных вещей?

В главе 6 будет представлена одна из самых динамично развивающихся об-

ластей компьютерных наук: нейронные сети и глубокое обучение. Об успеш-

ном применении нейронных сетей можно узнать даже из популярных средств 

массовой информации. Наибольший интерес проявляется к сюжетам о систе-

мах, которые выполняют такие задачи, как анализ изображений, автоматиче-

ский перевод и медицинская диагностика. Мы начнем с отдельных нейронов 

и постепенно перейдем к построению все больших и больших нейронных се-

тей, способных выполнять все более сложные задачи. Вы увидите, что все они 

основаны на общих фундаментальных принципах. Их эффективность объяс-

няется взаимосвязанностью множества простых компонентов и примене-

нием алгоритма, который позволяет нейронным сетям учиться.

Вслед за демонстрацией возможностей алгоритмов идет послесловие, по-

священное тому, как ограничены компьютерные вычисления. Мы знаем, что 

компьютеры способны на многое, и ожидаем от них еще большего, но есть 

вещи, которые им не под силу. Обсуждение пределов их возможностей позво-

лит более точно объяснить природу алгоритмов и вычислений. Мы уже гово-

рили, что алгоритм можно описать в виде конечной последовательности ша-

гов, которые можно выполнить с помощью ручки и листа бумаги, но какими 

могут быть эти шаги? И насколько близка аналогия с ручкой и бумагой к на-

стоящим алгоритмам?
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ГЛАВА 1

ЧТО ТАКОЕ АЛГОРИТМ?

Алгоритмическая эра

Мы любим давать названия временным периодам —  наверное, потому, что 

это позволяет нам совладать со скоротечностью времени. Поэтому мы начали 

говорить о настоящем как о новой алгоритмической эре, в которой алгорит-

мам отводится все более важная роль. Интересно, что речь больше не идет 

об эпохе компьютеров или Интернета. Их мы воспринимаем как само со-

бой разумеющееся. Но именно алгоритмы дают нам ощущение качествен-

ного сдвига. «Вот он, всемогущий алгоритм, отрывок компьютерного кода, 

претендующий на высшую власть в нашу светскую эпоху, своего рода бог», —  

пишет Кристофер Лайдон, бывший журналист в New York Time, ведущий Radio 

Open Source. И в самом деле, алгоритмы воспринимают как некую вышестоя-

щую инстанцию, которая участвует в организации политических кампаний, 

отслеживает нашу активность онлайн, помогает нам с покупками, показы-

вает рекламу, подсказывает, с кем пойти на свидание, следит за нашим здо-

ровьем.

Вокруг всего этого существует аура таинственности, которая, наверное, 

льстит служителям алгоритмов. Должность «программиста» или «специали-

ста в области информационных технологий» делает вас достойным челове-

ком, хоть и технарем. Приятно принадлежать к племени, стоящему в шаге 

от того, чтобы перевернуть все с ног на голову, не так ли?

Алгоритмам, несомненно, свойственно нечто божественное. Как и боги, 

они в основном выходят сухими из воды; события случаются не из-за чело-

веческой деятельности, а потому, что так решил алгоритм и  с  алгоритма 

спроса нет. Компьютеры, которые выполняют алгоритмы, превосходят чело-

века во все большем количестве отраслей, поэтому кажется, что наша роль 
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уменьшается день ото дня; кто-то верит, что не за горами день, когда компью-

теры превзойдут нас во всех аспектах умственной деятельности.

Но, если посмотреть на вещи с другой стороны, алгоритмы совсем не по-

хожи на богов, и мы часто об этом забываем. Результаты, которые производят 

алгоритмы, не являются откровением свыше. Мы в точности знаем, каким 

правилам они подчиняются и какие шаги они выполняют. Каким бы чудес-

ным ни был результат, его всегда можно свести к элементарным операциям. 

Люди, для которых алгоритмы в новинку, могут удивиться тому, насколько 

тривиальными они бывают внутри. Это вовсе не умаляет их значимость; про-

сто понимание того, что происходит за кулисами, снимает налет таинствен-

ности. Но в то же время это позволяет по достоинству оценить, насколько эле-

гантно написан алгоритм.

Идея этой книги в том, что в алгоритмах и в самом деле нет ничего та-

инственного. Это инструменты, позволяющие нам легко справляться с опре-

деленными задачами; они заточены на решение проблем. В этом смысле их 

можно считать «умственными» инструментами, включающими числа и ариф-

метику. У нас ушли тысячелетия на выработку системы счисления, с помо-

щью которой дети в школе могут решать математические задачи; без нее эти 

задачи остались бы нерешенными. Мы считаем этот навык само собой разу-

меющимся, но несколько поколений назад им владела лишь небольшая часть 

людей.

Точно так же знание алгоритмов не должно быть прерогативой крошеч-

ного элитного меньшинства; это умственные инструменты, которыми может 

овладеть кто угодно, а не только специалисты по компьютерам. Более того, 

этот навык должен быть доступен большему числу людей, так как он позво-

ляет взглянуть на алгоритмы в более широком контексте: понять, что они де-

лают, как они это делают и чего от них можно ожидать.

Основная цель этой книги —  дать базовое понимание алгоритмов, ко-

торое позволит принять полноценное участие в дискуссиях, происходящих 

в алгоритмическую эру. Начало этой эре мы положили сами, используя ра-

нее разработанные инструменты. Изучение этих инструментов и будет темой 

данной книги. Алгоритмы прекрасны, и представление о том, как они созда-

ются и работают, может улучшить наш собственный образ мышления.

Но для начала развеем распространенное заблуждение о том, что алго-

ритмы неотделимы от компьютеров. Это так же неверно, как связывать числа 

с калькуляторами.
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Способ решения задач

Головоломки, музыка, делимость чисел и ускорители нейтронов в физике 

элементарных частиц —  вы увидите, что у всего этого есть общий алгоритм, 

который применяется в разных предметных областях, но при этом основан 

на тех же фундаментальных принципах. Как так?

Само слово «алгоритм» не раскрывает своего значения в полной мере. 

Оно происходит от имени Мухаммада ибн Мусы аль-Хорезми (ок. 783 —  ок. 

850), персидского ученого, который работал в областях математики, астро-

номии и географии. Аль-Хорезми внес большой вклад во многие сферы науки. 

Термин «алгебра» происходит от арабского названия его самой фундамен-

тальной работы, «Краткая книга о восполнении и противопоставлении». Его 

вторая по известности работа, «Книга об индийском счете», была посвящена 

арифметике и переведена на латынь; именно из нее европейцы узнали об ин-

до-арабской системе счисления. Имя Аль-Хорезми в латинском варианте вы-

глядит как Algorismus; его стали использовать для обозначения численных 

методов с десятичными числами. Впоследствии термин Algorismus под влия-

нием греческого слова arithmos (ἀριθμός —  число) превратился в algorithm 

(алгоритм) и все так же обозначал десятичную арифметику, пока в девятна-

дцатом веке не обзавелся современным значением.

Многие думают, что алгоритмы имеют какое-то отношение к компьюте-

рам, но это не так. Они существовали задолго до появления компьютеров. 

Первый алгоритм, о котором нам известно, существовал еще во времена 

древнего Вавилона. Кроме того, алгоритмы решают не компьютерные про-

блемы. Они описывают, что и как нужно делать, в виде последовательности 

шагов. Звучит немного туманно. Вы можете спросить, о каких шагах идет 

речь? Мы могли бы внести ясность и дать четкое математическое определе-

ние самого алгоритма и того, что он делает (оно действительно существует), 

но это было бы излишним. Вам, скорее всего, будет достаточно знать, что 

алгоритм —  это набор шагов, которые можно выполнить с помощью ручки 

и листа бумаги; несмотря на внешнюю простоту, это определение достаточно 

близко к тем, которые используют математики и специалисты в области ин-

форматики.

Начнем наше знакомство с алгоритмами с задачи, которую можно решить 

вручную. Представьте, что у нас есть два множества объектов и мы хотим как 

можно равномернее распределить объекты одного множества среди объек-

тов другого. Объекты в первом множестве будут обозначаться как ×, а во вто-

ром —  как •. Мы хотим распределить крестики между точками.
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Если количество крестиков точно делится на количество точек, все просто: 

крестики между точками достаточно разместить так, как будто мы выполняем 

деление. Например, если всего у нас 12 объектов, из которых три —  это кре-

стики, а остальные девять —  точки, мы рисуем один крестик, затем три точки, 

затем один крестик, затем три точки и, наконец, еще один крестик и три точки.

× × ×• • • • • • • • •

Но что, если общее количество объектов нельзя точно разделить на число 

крестиков? Что, если крестиков у нас пять, а точек семь?

Вначале мы размещаем в один ряд все крестики и затем все точки, как по-

казано ниже:

× × × × × • • • • • • •

После этого помещаем пять точек снизу от крестиков:

× × × × × • •

• • • • •

В результате справа остаются два столбца с одной точкой в каждом. Поме-

стим их под двумя первыми столбцами, образуя третью строку:

× × × × ×
• • • • •

• •

Теперь можно заметить три оставшихся столбца. Два из них (крайние 

справа) помещаем под двумя первыми столбцами:

× × ×

× ×

• • •

• •

• •

Остается всего один лишний столбец, поэтому мы останавливаемся. Объ-

единим столбцы, перемещаясь слева направо, и получим:

× × × × ×• • • • • • •

Это наш результат. Мы распределили крестики между точками. Не так 

равномерно, как раньше, но это закономерно, ведь, как вы помните, пять 
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не делится ровно на 12. Тем не менее мы избежали нагромождения крестиков 

и создали последовательность, которая не выглядит совсем уж бессистемной.

Вам, наверное, интересно, есть ли у этой последовательности какая-то 

особенность; попробуйте подставить DUM вместо крестиков и da вместо то-

чек. У вас получится что-то вроде DUM-da-da-DUM-da-DUM-da-da-DUM-da-

DUM-da. Это ритм. Ритм состоит из акцентированных и тихих отрезков. Тот, 

который был получен выше, придумали не мы. Идея принадлежит пигмеям 

ака из Центральноафриканской республики; ритм под названием «Венда», ко-

торый отбивают руками, служит аккомпанементом одной южноафриканской 

песни; аналогичный ритм встречается в Македонии и на Балканах. Но это 

еще не все. Если начать его со второго крестика (то есть с акцентированной 

части), получится следующее:

× × × × ×• • • • • • •

Это популярный ритм колоколов на Кубе и в Западной Африке, а также ба-

рабанный ритм в Кении, хотя он используется и в Македонии (опять). Если 

начать его с третьей, четвертой или пятой акцентированной части, получатся 

другие ритмы, популярные в разных уголках мира.

Уникальное  ли это явление? Мы можем создать 12-элементный ритм 

из  семи акцентированных и  пяти тихих частей  —   своеобразное зеркаль-

ное отражение последовательности, которую мы рассматривали выше. Если 

в точности следовать той же процедуре, получится следующее:

× × × × × × ×• • • • •

Это тоже ритм. Он встречается в провинции Ашанти, Гана; а если его на-

чать с последней акцентированной части, получится ритм, который исполь-

зует народность йоруба в Нигерии, а также население Центральной Африки 

и Сьерра-Леоне.

Давайте расширим нашу географию. Начнем с пяти ударов и 11 тихих от-

резков. Получится следующее:

× × × × ×• • • • • • • • • • •

Это ритм босанова, только немного смещенный. Оригинал начинается 

с третьего ударения и выглядит так:
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Возьмем три удара и четыре тихих отрезка:

× × ×• • • •

Ритм в пропорции семь/четыре довольно популярен, и не только в тра-

диционной музыке. Среди прочих мелодий его можно расслышать в песне 

Monkey.

Таким образом, составляя столбцы из крестиков и точек и перемещая 

их туда-сюда, как мы только что делали, можно вывести много других рит-

мов. Чтобы проиллюстрировать эту процедуру, для наглядности мы изме-

ряли оставшиеся столбцы. Вместо создания столбцов, проверки их располо-

жения и перемещения их из стороны в сторону мы могли бы оформить все это 

в виде простых численных операций. Давайте вернемся к примеру из 12 ча-

стей и семи ударений. Для начала разделим 12 на 7, что даст нам целую часть 1 

и остаток 5:

12 = 1 × 7 + 5.

Это говорит о том, что семь ударений нужно поместить в начало. Полу-

чится семь акцентированных отрезков, за которыми следуют оставшиеся 

пять тихих:

× × × × × × × • • • • •

Давайте еще раз выполним деление, но на этот раз разделим сам делитель 

из предыдущей операции 7 на полученный остаток 5. Мы снова получим це-

лую часть 1 и остаток 2:

7 = 1 × 5 + 2.

Это означат, что нам нужно взять пять столбцов справа и поместить их 

под пятью столбцами слева. Останется 2:

× × × × × × ×
• • • • •
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Повторим тот же шаг: разделим делитель предыдущей операции 5 на ее 

остаток 2. Получится 2 с остатком 1:

5 = 2 × 2 + 1.

Из этого следует, что мы должны дважды взять два крайних справа столбца 

и поместить их под двумя столбцами, крайними слева. Останется 1:

× × ×

× ×
× ×

• • •

• •

Обратите внимание на то, что дважды —  это эквивалент двух шагов без 

использования деления, которые мы выполняли ранее. Сначала мы пере-

шли бы от

× × × × × × ×
• • • • •

к

× × × × ×

× ×
• • • • •

а затем к

× × ×

× ×
× ×

• • •

• •

Если свести столбцы вместе, получится ритм Mpre:

× × × × × × ×• • • • •
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Наш первый алгоритм

Метод, который мы применяли выше, можно записать чуть более формально, 

разбив его на следующие шаги. Предполагается, что мы начинаем с двух чи-

сел, a и b. Пусть a будет общим количеством отрезков. Если ударений больше, 

чем тихих отрезков, b обозначает количество ударений. В противном случае 

это количество тихих отрезков. Вначале мы выставляем в ряд ударения, за ко-

торыми идут тихие отрезки.

1. Выполняем деление a на b. Так мы получим целую часть (q) и остаток (r). 

Выходит a = q × b + r. Это знакомое всем целочисленное деление. Берем 

b крайних справа столбцов q раз и размещаем их под крайними слева 

столбцами, оставляя справа r столбцов.

2. Если остаток r равен нолю или единице, мы останавливаемся. В про-

тивном случае возвращаемся к шагу 1, но на этот раз роль а играет b, 

а роль b —  r. Иными словами, мы повторяем первый шаг, делая a рав-

ным b, и b равным r.

Повторяем деление в эти два этапа, пока это имеет смысл. Выполненные 

нами шаги можно оформить в виде следующей таблицы (как и раньше, начи-

наем с a = 12 и b = 7 и получаем в каждой строке a = q × b + r):

a q b r

12 1 7 5

7 1 5 2

5 2 2 1

Если проанализировать эту таблицу, можно убедиться в том, что каждая 

строка соответствует одному этапу формирования и перемещения столбцов. 

Но этот метод можно описать еще точнее. На самом деле мы получили после-

довательность шагов, которые можно выполнить с помощью ручки и листа 

бумаги. Это наш первый алгоритм! Он позволяет создавать последовательно-

сти, которые соответствуют удивительно большому количеству музыкальных 

ритмов. Меняя смещения и число тихих отрезков, мы можем получить около 

40 последовательностей, которые встречаются в разных ритмах по всему 

миру. Этот простой алгоритм (всего два шага, которые повторяются) выдает 

столько интересных результатов!
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Но наш алгоритм этим не ограничивается. Поскольку речь идет о деле-

нии двух чисел, давайте подумаем о следующей проблеме общего характера: 

как найти максимальный делитель, который подходит как для a, так и для b? 

Это наибольший общий делитель двух чисел. Он встречается в элементарной 

арифметике, например в следующей задачке: если у нас есть 12 пакетов с кре-

керами и 4 пакета с сыром, как распределить их по корзинам таким образом, 

чтобы в каждой корзине крекеры и сыр были в одной и той же пропорции? 

Так как 12 делится на четыре, вы получите четыре корзины с тремя пакетами 

крекеров и одним пакетом сыра в каждой; наибольший общий делитель для 

12 и 4 равен 4. Все становится интереснее, если взять 12 пакетов с крекерами 

и восемь пакетов с сыром. Одно на другое не делится, но наибольшее число, 

на которое можно поделить 12 и 8, равно 4; это означает, что у вас опять по-

лучится четыре корзины, но на этот раз с тремя пакетами крекеров и двумя 

пакетами сыра в каждой.

Так как же найти наибольший общий делитель для двух произвольных це-

лых чисел? Мы уже видели, что, если одно число делится на другое, этот дели-

тель и есть наибольший общий. В противном случае достаточно найти наи-

больший общий делитель остатка от деления этих двух чисел и второго числа. 

Это проще изобразить с помощью математических символов. Если у нас есть 

два числа, a и b, их наибольший общий делитель равен наибольшему общему 

делителю остатка от a ÷ b и b. Это возвращает нас к ритмам: их подбор подо-

бен поиску наибольшего общего делителя двух чисел.

Метод поиска наибольшего общего делителя для двух чисел называется 

алгоритмом Евклида, в честь древнегреческого математика Евклида, кото-

рый впервые описал его в своей книге «Начала» (300 г. до н. э). Основная 

идея этого метода в том, что наибольший общий делитель для двух чисел оста-

ется неизменным, если вместо большего числа подставить результат вычи-

тания из него меньшего числа. Возьмем, к примеру, 56 и 24. Их наибольший 

общий делитель равен 8, что является наибольшим общим делителем и для 

56 – 24 = 32 и 24, а также для 32 и 24 и т. д. Повторение вычитания —  это фак-

тически деление, поэтому алгоритм Евклида состоит из следующих шагов.

1. Чтобы найти наибольший общий делитель для a и b, делим a на b. Это 

даст нам целую часть (q) и остаток (r). Тогда получается a = q × b + r.

2. Если остаток r равен 0, мы останавливаемся, а наибольший общий дели-

тель для a и b будет равен b. В противном случае возвращаемся к шагу 1, 

но на этот раз роль а играет b, а роль b —  r. Иными словами, мы повто-

ряем первый шаг, делая a равным b и b равным r.
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Это, в сущности, те же шаги, которые мы видели ранее. Единственное от-

личие в том, что при поиске ритма мы останавливаемся, если остаток во вто-

ром шаге равен 0 или 1, а алгоритм Евклида останавливается, только если 

остаток равен 0. Но на самом деле это то же самое: если остаток равен 1, при 

следующем повторении первого шага получается нулевой остаток, так как 

на 1 делится любое целое число. Попробуем 9 и 5: 9 = 1 × 5 + 4, поэтому мы 

делаем 5 = 1 × 4 + 1 и затем 4 = 1 × 4 + 0; таким образом наибольший об-

щий делитель 9 и 5 равен 1.

Чтобы вам было легче понять, как это работает, взгляните на следующую 

таблицу с a = 136 и b = 56, похожую на ту, которую мы уже видели при обсу-

ждении наших ритмов. Получается, что наибольшим общим делителем для 

136 и 56 является число 8.

a q b r

136 2 56 24

56 2 24 8

24 3 8 0

Как уже отмечалось с 9 и 5, алгоритм Евклида выдает правильный резуль-

тат во всех случаях, даже когда у двух чисел нет никакого общего делителя, 

кроме 1. Именно это произошло с a = 9 и b = 5. Вы можете сами увидеть, что 

случится, если попробовать выполнить этот алгоритм для a = 55 и b = 34; он 

пройдет несколько шагов, но в итоге определит, что единственный общий де-

литель равен 1.

Шаги алгоритма Евклида выполняются в строго определенном порядке. 

Ниже описано, как они объединяются в целое.

1. Шаги формируют последовательность.

2. Шаги могут описывать выборку, которая определяет, что делать дальше. 

В шаге 2 мы проверяем, равен остаток 0 или нет. Затем в зависимости 

от результата предоставляются две альтернативы: мы либо останавли-

ваемся, либо возвращаемся к шагу 1.

3. Шаги могут находиться в цикле и выполняться многократно. Если в шаге 

2 остаток не равен 0, мы возвращаемся к шагу 1.

Эти три способа объединения шагов называются управляющими струк-

турами, поскольку они определяют, какие действия будут выполнены в про-

цессе работы алгоритма. Все алгоритмы структурированы подобным образом. 



24  ГЛАВА 1

Они состоят из шагов, на которых производятся вычисления и обрабатыва-

ются данные; эти шаги собираются в единое целое и регулируются с помо-

щью приведенных выше управляющих структур. Более сложные алгоритмы 

состоят из большего числа шагов, и их механизмы регулирования могут быть 

более замысловатыми. Но этих трех управляющих структур достаточно для 

описания того, как скомпоновать шаги любого алгоритма.

Кроме того, шаги алгоритма могут работать с вводом, который мы предо-

ставляем. Ввод —  это данные, обрабатываемые алгоритмом. Если поставить 

данные во главу угла, можно сказать, что алгоритмы предназначены для пре-

образования информации, описывающей задачу, в нечто, соответствующее 

ее решению.

Мы обнаружили алгоритм, представляющий собой операции деления, 

за музыкальными ритмами, но в действительности нам необязательно по-

гружаться так глубоко, ведь операция деления сама по себе является алго-

ритмом. Даже если вам ничего не известно о Евклиде, вы знаете, как поде-

лить два больших числа; в начальной школе все учатся умножать и делить 

в столбик. Учителя час за часом вдалбливали нам в головы, как выполнять 

эти операции; это были последовательности шагов, в ходе которых мы раз-

мещали числа в нужных местах и делали с ними всякие вещи, то есть алго-

ритмы. Но алгоритмы не ограничены одними лишь числами. Вы сами видели, 

что с их помощью можно создавать музыку. Это способ распределения ударе-

ний на отрезке времени, но тот же принцип применим и для упаковывания 

крекеров с сыром.

Источник применения алгоритма Евклида к ритмам довольно необыч-

ный —  лаборатория SNS в Ок-Ридж, Теннесси. SNS расшифровывается как 

(нейтронный источник); он генерирует интенсивное импульсное нейтрон-

ное излучение, которое используют для экспериментов в физике элементар-

ных частиц (корень слова spallation, spall, означает дробление материи на бо-

лее мелкие части; если обратиться к ядерной физике, тяжелое ядро излучает 

большое количество протонов и нейтронов, если попасть в него высокоэнер-

гетической частицей). В работе SNS участвуют такие компоненты, как блоки 

питания высокого напряжения, которые позволяют сделать пульсацию более 

равномерной. Алгоритм, выведенный для распределения импульсов, по сво-

ему принципу не отличается от евклидового или того, который мы использо-

вали для получения ритмов. Таким образом мы пришли от музыки к числам, 

а затем к субатомным частицам.
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Алгоритмы, компьютеры и математика

Мы сказали, что алгоритмы не имеют прямого отношения к компьютерам, 

но на сегодня большинство людей связывает эти понятия. Действительно, 

компьютер позволяет проявить настоящий потенциал алгоритмов, однако 

это всего лишь устройство, которое выполняет отдаваемые ему команды. 

Чтобы командовать компьютером, мы его программируем, и обычно это де-

лается для выполнения алгоритмов.

Это подводит нас к самому программированию. Программирование —  

это преобразование наших намерений в такой вид, в котором их может по-

нять компьютер. Этот «вид» мы называем языком программирования, потому 

что иногда это действительно выглядит так, будто мы пишем текст на чело-

веческом языке. Но языки программирования несравнимы по своему раз-

нообразию и сложности с человеческой речью. Компьютер, конечно же, ни-

чего в действительности не понимает. Возможно, в будущем что-то изменится 

и нам удастся создать по-настоящему разумные устройства, но пока, когда мы 

говорим о том, что компьютер что-то понимает, мы имеем в виду, что язык пе-

реводится в набор инструкций для управления током в электронных схемах 

(вместо тока также можно использовать свет, но принцип тот же).

Если алгоритм —  это последовательность шагов, которые мы можем вы-

полнить самостоятельно, то программирование —  это процесс записи этих 

шагов в формате, понятном компьютеру. И компьютер сам занимается их вы-

полнением. Компьютеры работают намного быстрее людей, поэтому они мо-

гут выполнять те же шаги за меньшее время. Основополагающим фактором 

вычислений является скорость. Компьютеры не могут делать что-то прин-

ципиально отличное от того, что делаем мы, люди, но они могут делать это 

быстрее —  намного быстрее. Алгоритм становится существенно полезнее 

на компьютере, поскольку там он может быть выполнен на порядок быстрее, 

хотя шаги, из которых он состоит, все те же.

Язык программирования позволяет нам описать для компьютера шаги 

алгоритма. Он также дает возможность структурировать их с помощью трех 

фундаментальных управляющих структур: последовательности, выбора 

и итерации. Мы записываем эти шаги и определяем, как они должны быть 

скомпонованы, используя словарь и синтаксис нашего языка программиро-

вания.

Помимо скорости, у компьютеров есть еще одно преимущество. Вспо-

мните, как вы учились делить и умножать в столбик —  это требовало много 

практики и  было довольно скучно. Как уже отмечалось выше, эти вещи 
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вбивались нам в головы в раннем возрасте, и процесс не самый приятный. 

Но компьютерам не бывает скучно, поэтому еще одна причина доверить им 

алгоритмы состоит в том, что так мы можем освободить себя от рутинной ра-

боты и заняться чем-то более интересным.

Алгоритмы в основном выполняются на компьютере, но на языках про-

граммирования их, как правило, записывают люди, поэтому мы должны по-

нимать, как они работают и как их можно использовать. Это подводит нас 

к кое-чему очень важному, о чем иногда забывают даже бывалые программи-

сты и опытные специалисты в области компьютерных наук. Алгоритм по-на-

стоящему можно понять только одним способом, —  выполнив его вручную. 

Мы должны уметь выполнять алгоритмы так же, как компьютеры выполняют 

программы, которые реализуют эти алгоритмы. Нам посчастливилось жить 

во времена, когда для изучения всевозможных вещей доступно невероятное 

количество материала: превосходные видеоуроки, анимированные курсы 

и симуляции находятся на расстоянии одного щелчка мышью. Это все заме-

чательно, но на случай каких-либо трудностей всегда держите при себе ручку 

и блокнот. Это относится и к данной книге. Вы уверены, что поняли, как со-

здаются ритмы? Пробовали делать это сами? Можете ли вы найти наиболь-

ший общий делитель для 252 и 24?

Все программы реализуют последовательность шагов для выполнения 

каких-то задач, поэтому может возникнуть соблазн приравнять их к алгорит-

мам. Но мы относимся к этому более строго и хотим, чтобы наши шаги обла-

дали определенными характеристиками.

1. Количество шагов должно быть конечным. Алгоритмы не могут рабо-

тать вечно (программа может работать до тех пор, пока работает ком-

пьютер, на котором она запущена; но такая программа была бы не реа-

лизацией алгоритма, а просто вычислительным процессом).

2. Шаги должны быть точными, чтобы их можно было выполнять без дву-

смысленностей.

3. Алгоритм может работать с каким-нибудь вводом; например, алгоритм 

Евклида работает с двумя целыми числами.

4. У алгоритма есть какой-то вывод; в этом весь его смысл: вернуть что-то 

в качестве результата. В алгоритме Евклида это наибольший общий де-

литель.

5. Алгоритм должен быть эффективным. У человека должна быть возмож-

ность выполнить каждый его шаг за разумное время с помощью ручки 

и листа бумаги.



Если алгоритм —  это 
последовательность шагов, 
которые мы можем выполнить 
самостоятельно, 
то программирование —  это 
процесс записи этих шагов 
в формате, понятном 
компьютеру.
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Эти характеристики гарантируют, что алгоритм что-то делает. Он суще-

ствует для того, чтобы делать что-то полезное. Бессмысленные алгоритмы 

тоже существуют, и специалисты в области компьютерных наук могут изо-

бретать их для развлечения или по ошибке, но нас с вами интересуют ал-

горитмы, имеющие реальное применение. При работе с алгоритмами недо-

статочно просто показать возможность выполнить какую-либо задачу. Мы 

преследуем практические цели, поэтому наши алгоритмы должны выполнять 

свою работу хорошо.

В этом заключается принципиальное отличие между алгоритмами и ма-

тематикой. На заре развития информатики большинство компьютерщиков 

были математиками, и в компьютерных науках используется много матема-

тических концепций, но это не математическая дисциплина. Математик хо-

чет доказать какое-то тождество; специалист в области информатики хочет 

применить это тождество на практике.

Первая характеристика алгоритма, которую мы привели выше, требует, 

чтобы количество шагов было конечным. Но это не совсем точная формули-

ровка. Конечного числа шагов недостаточно. Мы хотим, чтобы этих шагов 

было достаточно мало для того, чтобы их можно было выполнить на прак-

тике и чтобы наш алгоритм мог завершиться за разумное время. Это озна-

чает, что изобретение алгоритма —  это лишь полдела; его еще нужно сделать 

эффективным. Давайте рассмотрим пример, чтобы проиллюстрировать от-

личие между знанием чего-то и умением сделать что-то эффективно. Пред-

ставьте, что у вас есть такая сетка:

Мы хотим найти кратчайший путь из левого верхнего угла сетки в правый 

нижний угол, но без посещения одного и того же места дважды. Длина каж-

дого пути равна количеству звеньев между точками сетки. Это можно сделать 

так: найти все возможные пути, измерить длину каждого из них и выбрать са-

мый короткий (или любой из них, если их несколько). Всего путей 12, и все 

они изображены ниже.
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Существуют пять путей длиной 4, поэтому мы можем выбрать любой 

из них.

Но сетки бывают разных размеров: 4 × 4, 5 × 5 и больше. Получается, что 

наш метод не очень хорошо масштабируется. В сетке размером 4 × 4 суще-

ствуют 184 пути из левого верхнего угла в правый нижний; в сетке 5 × 5 таких 

путей и вовсе 8512. Количество путей быстро растет (на самом деле очень бы-

стро), поэтому даже просто подсчитать их бывает затруднительно. Если взять 

сетку размером 26 × 26, получится 8 402 974 857 881 133 471 007 083 745 436 

809 127 296 054 293 775 383 549 824 742 623 937 028 497 898 215 256 929 178 

577 083 970 960 121 625 602 506 027 316 549 718 402 106 494 049 978 375 604 

247 408 путей. Это число состоит из 151 цифры; оно было вычислено компью-

терной программой, реализующей алгоритм. Все верно: мы используем один 

алгоритм, чтобы разобраться в поведении другого.

Процедура прохождения всех возможных путей с последующим выбором 

кратчайшего, вне всяких сомнений, является правильной и всегда дает нам 

самый короткий путь (или один из них, если их несколько), но ее точно нельзя 

назвать практичной. К тому же она совершенно бесполезна, так как суще-

ствуют алгоритмы, которые выдают тот же результат без прохождения всех 

возможных путей и тем самым экономят нам уйму времени и позволяют ра-

ботать с сетками любого размера. Для поиска ответа в сетке 26 × 26 количе-

ство необходимых шагов исчисляется сотнями; в следующей главе вы смо-

жете сами в этом убедиться.

Вопрос, что такое практичный алгоритм и каким образом один алгоритм 

оказывается практичнее другого, лежит в основе их практического приме-

нения. Читая эту книгу, вы будете сталкиваться с тем, что для решения од-

ной и той же проблемы существует несколько алгоритмов, и выбирать сле-

дует тот, который лучше всего подходит в каждой конкретной ситуации. Как 

это бывает с любыми инструментами, некоторые алгоритмы оказываются 

более подходящими для определенных сценариев использования, чем другие. 

Но, в отличие от многих других инструментов, алгоритмы можно оценивать 

четко определенным способом.

Оценивание алгоритмов

При подборе алгоритма для решения какой-либо задачи мы хотим знать, 

как он себя поведет. Важный фактор —  скорость. Алгоритмы выполняются 

на компьютерах, потому что так быстрее.
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Аппаратное обеспечение постоянно развивается, и нам зачастую недо-

статочно знать, как программа, реализующая алгоритм, работает на отдель-

ном компьютере. Наш компьютер может быть быстрее или медленнее того, 

на котором анализировался алгоритм, и спустя несколько лет замеры произ-

водительности на устаревшем устройстве будут представлять разве что исто-

рическую ценность. Нам нужен метод оценки эффективности алгоритма в от-

рыве от оборудования.

Однако то, как мы анализируем алгоритм, должно отражать масштаб за-

дачи, которую мы пытаемся решить. Нас мало интересует, сколько времени 

займет сортировка 10 элементов; в крайнем случае это можно сделать даже 

вручную. А вот то, как долго будет сортироваться миллион элементов, уже 

интереснее. Мы хотим оценить поведение алгоритма в контексте нетриви-

альных задач.

Для этого нам нужен способ определения масштабов задач, которые ре-

шает алгоритм. Но подходящая величина зависит от конкретной задачи. Если 

мы хотим отсортировать на нашем компьютере ряд элементов, нужной нам 

величиной будет их количество (а не, скажем, их размер или то, как они 

структурированы). Если нам нужно умножить два числа, подходящей вели-

чиной будет количество цифр в обоих числах (это имеет смысл и для нас, лю-

дей: сложность умножения в столбик зависит от того, из скольких разрядов 

состоит каждое число). Анализируя задачу и подбирая алгоритм для ее реше-

ния, мы всегда учитываем ее масштаб.

Масштаб каждой конкретной задачи можно оценить по-разному, но в лю-

бом случае мы обозначаем его целым числом, n. Если вернуться к предыду-

щим примерам, n —  это либо количество элементов для сортировки, либо ко-

личество разрядов в числах, которые нужно умножить. И только после этого 

можно говорить о производительности алгоритмов, решающих задачи мас-

штаба n.

Время, нужное алгоритму, зависит от его вычислительной сложности. 

Вычислительная сложность алгоритма —  это количество ресурсов, которое 

требуется для его работы. Ресурсы бывают двух основных видов: время, не-

обходимое для выполнения, и объем компьютерной памяти.

Пока сосредоточимся на  времени. Компьютеры могут иметь разную 

производительность, поэтому время выполнения алгоритма на  конкрет-

ном оборудовании может служить лишь косвенным показателем того, что 

следует ожидать. Нам нужно что-то более универсальное. Скорость работы 

компьютера определяется тем, как долго он выполняет базовые операции. 

Чтобы не углубляться в технические детали, мы будем говорить о количестве 
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операций, необходимых для работы алгоритма, а не о том, насколько быстро 

они выполняются на конкретном компьютере.

Однако следует отметить, что мы позволим себе небольшую вольность 

в использовании терминологии и будем считать слова «операции» и «время» 

синонимами. Строго говоря, эти понятия нужно разделять, отмечая, что ал-

горитму требуется «x операций», но вместе с этим мы будем указывать, что 

алгоритму нужно «время x»; это время, которое требуется алгоритму для вы-

полнения x операций на любом компьютере. И хотя на самом деле время бу-

дет варьироваться в зависимости от программного обеспечения, это неважно, 

если мы хотим сравнить два алгоритма, которым нужно «время x» и «время y» 

на одном и том же компьютере, каким бы он ни был.

Теперь вернемся к масштабу задач, которые решает алгоритм. Поскольку 

тривиальные задачи нас не  интересуют, мы не  станем останавливаться 

на мелком масштабе. Мы не можем назвать конкретные цифры, но отметим, 

что масштаб должен быть значительным.

Существует определение сложности, полезность которого доказана 

на практике. У него есть название и условное обозначение. Мы записываем 

его как O( ) и называем большое. Вместо точки в скобках указывается выра-

жение. Эта запись означает, что алгоритму нужно время, не больше, чем мно-

житель этого выражения. Давайте посмотрим, что это означает.

• Если вам нужно найти элемент в последовательности длиной n, 

которая никоим образом не упорядочена, сложность этой задачи будет 

O(n). То есть, если у нас есть n элементов, время, необходимое, чтобы 

найти один из них, будет не больше, чем некое число, умноженное 

на n.

• Если вы хотите умножить в столбик два числа, состоящих из n 

разрядов, сложность этой операции будет O(n2). То есть время, 

необходимое на ее выполнение, будет не больше, чем некое число, 

умноженное на квадрат n.

Если сложность нашего алгоритма равна O(n), то при вводе размером 

10 000 следует ожидать, что на работу ему потребуется количество шагов, 

кратное десяти тысячам. Если сложность алгоритма O(n2), то для ввода ана-

логичного размера потребуется около ста миллионов шагов. Для многих за-

дач этот масштаб не является большим. Компьютеры постоянно сортируют 

десятки тысяч элементов. Но вы можете видеть, что количество шагов, пред-

ставленное сложностью алгоритма, может быть довольно крупным.
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Давайте рассмотрим несколько примеров, чтобы вы могли получить пред-

ставление о масштабах некоторых показателей, с которыми вы будете стал-

киваться. Возьмем число 100 миллиардов, или 1011; оно состоит из 11 нолей. 

Если взять 100 миллиардов гамбургеров и разложить их один за другим, этой 

длины хватит, чтобы обогнуть земной шар 216 раз или, например, дойти 

до Луны и обратно.

Миллиард эквивалентен приставке гига-, по крайней мере в мире ком-

пьютеров. За миллиардом (гига-) идет триллион (тера-); это 1000 милли-

ардов, или 1012. Если вы начнете произносить по одному числу в секунду, 

то, чтобы досчитать до триллиона, вам понадобится 31 000 лет. Умножим это 

еще на 1000 и получим квадриллион, 1015 или пета-; если верить биологу 

Э. О. Уилсону, общее число муравьев на нашей планете находится в преде-

лах от 1 до 10 квадриллионов. Иными словами, в природе существует от 1 

до 10 «петамуравьев».

Вслед за квадриллионом идет квинтиллион, или экса-; это 1018 —  при-

мерно столько, сколько песчинок на  десяти больших пляжах. Например, 

на 10 Копакабанах умещается одна «эксапесчинка». Идем дальше. 1021 —  это 

один секстиллион, или зетта-. В наблюдаемой вселенной существует одна 

«зеттазвезда». Последний общепринятый префикс, йотта-, обозначает 1024, 

или один септиллион. Но всегда можно взять большее число. Например, 10100 

называется гугол (англ. googol) —  вы, наверное, слышали о компании с похо-

жим названием, в котором специально допущена ошибка. Если возвести 10 

в степень гугол, 1010100

, получится гуголплекс.

Эти аналогии помогут нам оценить относительные достоинства конкрет-

ных алгоритмов, которые мы будем рассматривать на страницах этой книги. 

Теоретически алгоритмы могут иметь любую сложность, но те из них, с кото-

рыми мы обычно сталкиваемся, можно разделить на несколько разных групп.

Категории сложности алгоритмов

Самыми быстрыми являются алгоритмы, работающие не дольше фиксиро-

ванного времени, независимо от ввода. Мы обозначаем эту сложность как 

O(1); например, алгоритм, который проверяет, является ли последняя цифра 

числа четной, не зависит от того, насколько большое это число, и всегда бу-

дет выполняться за одно и то же время. 1 в O(1) означает, что максимальное 

количество шагов, необходимое для выполнения алгоритма, кратно 1, то есть 

оно всегда одно и то же.
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Прежде чем мы познакомимся со следующей категорией сложности, сле-

дует обсудить, как именно вещи могут расти и уменьшаться. Многократное 

сложение эквивалентно умножению. Многократное умножение —  это воз-

ведение в степень (экспоненциальный рост). Мы только видели, насколько 

большими могут становиться числа, если они растут экспоненциально (как 

в случае с 1012). Возведение в степень может дать на удивление большую ве-

личину —  это явление называется экспоненциальным ростом.

Проиллюстрируем его с  помощью (вероятно, недостоверной) легенды 

об изобретении шахмат. Правитель страны, где были придуманы шахматы, спро-

сил их создателя о том, что он хотел бы получить в качестве подарка (в таких ис-

ториях это всегда «он»). Тот ответил, что хочет одно зерно риса на первой клетке 

шахматной доски, два зерна на второй, четыре на третьей и т. д. Правитель поду-

мал, что легко отделался, и приказал исполнить желание. Но все оказалось не так 

просто. Эта последовательность растет вместе со степенью двойки: 20 = 1 в пер-

вой клетке, 21 = 2 во второй, 22 = 4 в третьей; таким образом, в последней клетке 

количество зерен равно 263 —  это недостижимая величина, эквивалентная 

9 223 372 036 854 775 808, или примерно 9 квинтиллионам.

Экспоненциальный рост может также объяснить, почему так сложно сло-

жить кусочек бумаги много раз подряд. При каждом сгибании количество 

слоев бумаги удваивается. После десяти сгибаний получается 210 = 1024 слоя. 

Если бумага имеет толщину 0,1 миллиметра, у вас получится комок толщи-

ной 10 сантиметров. Сложить такой ком вдвое может быть физически невоз-

можно, даже если приложить грубую силу, так как для этого его длина должна 

быть больше его толщины.

Именно благодаря экспоненциальному росту компьютеры становятся все 

более мощными год от года. Согласно закону Мура, количество транзисто-

ров на интегральной схеме удваивается каждые два года. Этот закон назван 

в честь Гордона Мура, основателя Fairchild Semiconductor и Intel. Он сделал 

это наблюдение в 1965 году, и оно оказалось провидческим. В 1971 году в про-

цессоре Intel 4004 насчитывалось около 2000 транзисторов, а в 2017-м этот 

показатель достиг 19 миллиардов (в 32-ядерном процессоре AMD Epyc).

С ростом мы разобрались, теперь давайте поговорим о его противополож-

ности. Если у вас есть множитель какого-то числа, для получения исходного 

значения нужно выполнить деление. Но, если у вас есть степень чего-то, an, 

как обернуть эту операцию вспять? Противоположностью возведения в сте-

пень является логарифм.

Иногда говорят, что логарифмы находятся на границе между математи-

кой для всех и математикой для посвященных; даже само название звучит 
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непонятно. Если эта операция кажется вам запутанной, помните, что лога-

рифм числа —  это противоположность возведения числа в степень. Возведе-

ние в степень предполагает многократное умножение, а логарифм заключа-

ется в многократном делении.

Логарифм отвечает на вопрос: «в какую степень возвести число, чтобы 

получить нужное значение?» Число, которое мы возводим, называется осно-

ванием логарифма. Поэтому, если спросить: «в какую степень нужно возве-

сти 10, чтобы получить 1000?», ответом будет 3, поскольку 103 = 1000. Ко-

нечно, мы можем взять для возведения в степень другое число, то есть другое 

основание. Логарифм записывается как log
a
x и отвечает на вопрос: «в какую 

степень нужно возвести a, чтобы получить x?». Если a = 10, подстрочное зна-

чение опускается ввиду распространенности логарифмов по основанию 10, 

поэтому вместо log
10

x мы пишем просто logx.

Существуют два других распространенных основания. Если основание 

равно математической константе e, мы пишем lnx. Эта константа называется 

числом Эйлера и равна приблизительно 2,71828. В естественных науках lnx 

встречается повсеместно, поэтому его называют натуральным логарифмом. 

Другое распространенное основание —  2, и вместо log
2
x мы пишем lgx. Это 

основание в основном применяется в информатике и алгоритмах, и в других 

областях его почти никогда не используют. Мы уже встречали его в примере 

со сгибанием кусочка бумаги: если результат состоит из 1024 слоев, он был 

сложен lg1024 = lg210 = 10 раз. В истории с шахматами количество зерен риса 

зависит от количества удваиваний: lg263 = 63.

lgx часто встречается в алгоритмах, потому что этот логарифм всегда ис-

пользуют при разбиении одной большой задачи на две мелких; этот принцип 

называется разделяй и властвуй, и он работает точно так же, как сгибание ли-

ста бумаги вдвое. Самый эффективный способ поиска по набору отсортиро-

ванных элементов имеет сложность O(lgn). Поразительно, не так ли? Из этого 

следует, что для поиска по миллиарду упорядоченных элементов достаточно 

всего lg109 ≈ 30 шагов.

Вторым лучшим выбором после алгоритмов, выполняемых за фиксиро-

ванное время, являются алгоритмы с логарифмической сложностью. Дальше 

идут алгоритмы, которые выполняются за O(n); их называют алгоритмами 

линейного времени, поскольку время их выполнения растет пропорцио-

нально n, то есть они растут в качестве множителей n. Мы уже видели, что 

время, необходимое для поиска по списку неупорядоченных элементов, про-

порционально количеству этих элементов, O(n). Обратите внимание на то, 

как повышается сложность по сравнению с упорядоченным списком; то, как 
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организованы вводные данные, может существенно повлиять на способ ре-

шения задачи. В целом линейное время —  это лучшее, что можно ожидать 

от алгоритма, которому необходимо прочитать весь ввод, так как для n эле-

ментов это потребует O(n) времени.

Если совместить линейное и логарифмическое время, получится алго-

ритм логлинейного времени, продолжительность выполнения которого равна 

n, умноженному на его логарифм, nlgn. Лучший алгоритм для сортировки 

(то есть для упорядочивания элементов) имеет сложность O(nlgn). Это мо-

жет показаться немного неожиданным, ведь если у вас есть n элементов и вы 

хотите сравнить каждый из них со всеми остальными, вам потребуется время 

O(n2), что больше, чем O(nlgn). Кроме того, если вы хотите отсортировать n 

элементов, для их полного перебора точно понадобится время O(n). Их сор-

тировка требует умножения этого n на коэффициент, меньший, чем само это 

число. Позже вы увидите, как этого можно добиться.

К следующей категории вычислительной сложности относится n, возве-

денное в фиксированную степень, O(nk); это так называемая полиномиальная 

сложность. Алгоритмы полиномиального времени эффективны, если не счи-

тать редких случаев, когда k является большим числом. Мы обычно радуемся, 

когда при решении вычислительной задачи удается разработать алгоритм по-

линомиального времени.

Сложность вида O(kn) называют экспоненциальной. Обратите внимание 

на  то, что, в  отличие от  полиномиальной сложности, степень здесь изме-

няется. Мы уже видели примеры взрывного экспоненциального роста. Вре-

мени, оставшегося до тепловой смерти вселенной, не хватит для вычисления 

экспоненциальных алгоритмов с нетривиальным вводом. Такие алгоритмы 

интересны с теоретической точки зрения, так как они показывают, что ре-

шение можно найти. Мы можем попытаться подобрать более подходящие ал-

горитмы с меньшей сложностью или доказать, что их не существует; в по-

следнем случае можно пойти на компромисс и удовлетвориться, к примеру, 

приблизительным решением.

Но кое-что растет даже быстрее, чем экспонента. Речь идет о факто-

риале. Напомним, что факториал натурального числа n (записывается как 

n!) —  это просто произведение всех натуральных чисел вплоть до (и вклю-

чая) n: 100! = 1 × 2 × 3 × … × 100. Но если с 100! вы еще не сталкива-

лись, то факториал 52! вам уже, наверное, попадался, даже если вы об этом 

не  знаете. Это количество возможных комбинаций в  колоде карт. Алго-

ритмы, время выполнения которых измеряется факториалами, имеют фак-

ториальную сложность.



Числа вроде 100! являются довольно экзотическими, но они встречаются 

во многих повседневных ситуациях, и не только в карточных играх. Возьмем, 

к примеру, следующую задачу: «Если у нас есть список городов и расстояний 

между каждой парой, как найти кратчайший маршрут для посещения каж-

дого города с последующим возвращением в исходную точку?». Это так назы-

ваемая задача коммивояжера, и ее очевидное решение состоит в том, чтобы 

проверить каждый возможный маршрут, охватывающий все города. К со-

жалению, это будет n! для n городов. Если количество городов превышает, 

скажем, 20, задача становится практически нерешаемой. Существуют алго-

ритмы с немного лучшим временем выполнения, чем O(n!), но даже они яв-

ляются непрактичными. Как ни удивительно, единственный способ решения 

такой прямолинейной задачи за приемлемое время —  нахождение неопти-

мального, но достаточно близкого к нему решения. Многие задачи, имею-

щие большое практическое значение, являются труднорешаемыми, то есть 

нам неизвестен практичный алгоритм, который может дать точный резуль-

тат. Тем не менее поиск аппроксимационных алгоритмов остается динамич-

ной областью информатики.

В приведенной ниже таблице приводятся результаты различных функций, 

разделенных по рассмотренным только что категориям сложности, для раз-

ных значений n. В первой строке указаны значения n, соответствующие ли-

нейной сложности; в следующих строках сложность возрастает. Вместе с n 

увеличивается и результат функции, но это происходит по-разному. Функция 

n3 переходит от миллиона сразу к квинтиллиону, но это ничто по сравнению 

с 2100 или 100!. Мы сделали отступ после nk, чтобы отделить практичные алго-

ритмы от непрактичных. Границей здесь выступают алгоритмы полиноми-

ального времени, которые, как мы уже видели, можно использовать на прак-

тике. Все, что сложнее, обычно не имеет практического применения.
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ГЛАВА 2

ГРАФЫ

В восемнадцатом веке славные жители Кёнигсберга прогуливались по своему 

городу воскресными днями. Кёнигсберг был построен на берегах реки Прегель, 

которая сформировала внутри городских стен два больших острова; эти ост-

рова соединялись с континентальной частью и между собой семью мостами.

Из-за превратностей европейской истории Кёнигсберг часто переходил 

из рук в руки: от рыцарей Тевтонского ордена к Пруссии, России, Веймарской 

республике и нацистской Германии; после Второй мировой войны он стал 

частью СССР и был переименован в Калининград —  это название он носит 

и по сей день. В наши дни он принадлежит России, хотя и не имеет с ней пря-

мого сухопутного сообщения. Калининград находится в российском анклаве 

на берегу Балтийского моря, зажатый между Польшей и Литвой.

Когда-то славные горожане озаботились таким вопросом: возможно ли 

прогуляться по городу, перейдя все семь мостов ровно по одному разу? Это 

так называемая задача о семи кёнигсбергских мостах. Чтобы понять, о чем 

идет речь, взгляните на изображение Кёнигсберга того времени. Мосты об-

ведены овалами. У города есть два острова, но на гравюре полностью виден 

только один из них; другой уходит вправо за пределы карты.
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Мы точно не знаем как, но об этой задаче узнал известный швейцарский 

математик Леонард Эйлер; она упоминается в письме от 9 марта 1736 года, ко-

торое ему отправил мэр Данцига, прусского города, расположенного 129 ки-

лометрами восточнее Кёнигсберга (в настоящее время Данциг называется 

Гданьск и принадлежит Польше). Переписка с Эйлером, по всей видимости, 

была одной из инициатив мэра по развитию математики в Пруссии.

В то время Эйлер жил в Санкт-Петербурге. Он занялся этой задачей и 26 ав-

густа 1735 года представил свое решение членам Санкт-Петербургской акаде-

мии наук. В следующем году Эйлер написал на латыни научный доклад с объ-

яснением своего решения. Ответ на изначально поставленный вопрос был 

отрицательным: по городу нельзя было прогуляться так, чтобы перейти каж-

дый мост всего один раз. Это не просто занимательный исторический факт: 

решив эту задачу, Эйлер положил начало целому новому разделу математики, 

который посвящен графам.

Но, прежде чем переходить к графам, давайте посмотрим, как Эйлер подо-

шел к решению этой задачи. Для начала он сделал ее максимально абстракт-

ной. Для ее представления не требуется подробной карты Кёнигсберга. Эйлер 

нарисовал следующую диаграмму.

Он обозначил два острова буквами A  и  D, 

а два берега континентальной части —  буквами 

B и C. Эту диаграмму можно сделать еще более 

абстрактной, избавившись от физической гео-

метрии, и свести все к связям между мостами, 

островами и континентальной частью, так как 

именно это имеет отношение к задаче.

Мы обозначили части суши окружностями 

и  соединили их линиями  —   мостами. Теперь 

A

C

B

D



40  ГЛАВА 2

задачу можно переформулировать следующим образом: если у вас есть ка-

рандаш, возможно ли приложить его к любому кругу и, не отрывая его от бу-

маги, пройтись им по каждой линии ровно один раз?

Эйлер предложил следующее решение. При посещении суши вы должны 

ее покинуть, за исключением тех случаев, когда это начало и конец вашей 

прогулки. Для этого каждая часть суши, если не считать начала и конца, дол-

жна иметь четное количество мостов, чтобы вы могли зайти на нее по одному 

мосту, а выйти по другому. Теперь взгляните на рисунок и посчитайте коли-

чество мостов, соединяющих каждую часть суши. Вы обнаружите, что в каж-

дом случае это число нечетное: у A пять мостов, а у B, C и D их три. Где бы вы 

ни решили начать и закончить свою прогулку, у вас все равно останется две 

части суши, которые вам нужно посетить, и каждая из них имеет нечетное 

количество мостов. Мы не можем пройтись по каждому из этих мостов всего 

один раз.

Действительно, если в какой-то момент нашей прогулки мы посетим B, 

это означает, что мы уже прошлись по мосту, который ведет к этой части суши. 

Чтобы ее покинуть, мы переходим по второму мосту. Позже нам нужно бу-

дет пройти по третьему мосту, так как этого требует условие. Но в этом слу-

чае мы застрянем в B, так как четвертого моста не существует, а мосты, кото-

рые мы уже посетили, нельзя переходить повторно. То же самое относится к C 

и D, у которых также по три моста. Но тот же принцип применим и к точке A, 

если она является промежуточной: после перехода по всем ее пяти мостам мы 

не сможем ее покинуть, так как шестого моста попросту нет.

Наша диаграмма состоит из кругов и линий, которые их соединяют. Ис-

пользуя правильную терминологию, мы создали структуру, составленную 

из узлов, или вершин, соединенных ребрами, или звеньями. Структура, состоя-

щая из множества узлов и ребер, называется графом; Эйлер был первым, кто 

начал считать графы структурами и исследовать их свойства. Говоря совре-

менным языком, задача о кёнигсбергских мостах имеет отношение к путям; 

путь в графе —  это последовательность ребер, которые соединяют последо-

вательность узлов. Таким образом данная задача сводится к поиску эйлерова 

пути: маршрута, который проходит через каждую вершину графа ровно один 

раз. Путь, начинающийся и заканчивающийся в одном и том же узле, назы-

вается циклом. Если совпадают начало и конец эйлерова пути, получается 

эйлеров цикл.

Графы имеют настолько обширное применение, что им посвящены це-

лые книги. Все, что можно смоделировать в виде узлов, соединенных с дру-

гими узлами, подходит под определение графа. Это позволяет задавать 
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всевозможные интересные вопросы; здесь эта тема затрагивается лишь по-

верхностно.

Но, прежде чем двигаться дальше, упомянем об одной детали, чтобы удо-

влетворить самых скрупулезных читателей. Мы упоминали о том, что граф —  

это структура, состоящая из множества вершин и ребер. В математике эле-

менты множества не повторяются. Но в нашем представлении Кёнигсберга 

некоторые ребра используются больше одного раза —  например, те, что со-

единяют A и B. Ребро определяется его начальной и конечной точками, по-

этому два моста между A и B на самом деле являются двумя экземплярами 

одного ребра. Таким образом, совокупность ребер является не множеством, 

а мультимножеством, которое допускает дублирование элементов. Поэтому 

диаграмма мостов Кёнигсберга —  это не граф, а, скорее, мультиграф.

От графов к алгоритмам

Довольно общее определение графа охватывает все, что можно описать 

в виде объектов, соединенных с другими объектами. Граф также имеет неко-

торое отношение к топологии местности, но узлы и звенья могут существо-

вать в отрыве от пространства.

В качестве примера графа можно привести социальную сеть. Узлами в со-

циальной сети выступают социальные субъекты (это могут быть люди или ор-

ганизации), а звенья представляют взаимодействия между ними. Роль соци-

альных субъектов могут играть настоящие актеры, а звенья —  их совместные 

съемки в фильмах. Мы сами можем быть социальными субъектами, а звенья 

могут быть представлены нашими связями с другими людьми на сайте соци-

альной сети. Социальную сеть можно использовать для поиска сообществ, со-

стоящих из людей, которые взаимодействуют между собой. Существуют алго-

ритмы, способные эффективно находить сообщества в графах с миллионами 

узлов.

Ребра в кёнигсбергском графе не направленные, то есть их можно прохо-

дить в обоих направлениях; например, мы можем перейти из A в B и из B в A. 

То же самое относится и к социальным сетям, но только если связи взаимные, 

что происходит не всегда. В зависимости от области применения ребра в графе 

могут быть направленными. В этом случае они обозначаются стрелками. На-

правленный граф еще называют ориентированным (или орграфом для кратко-

сти). Пример орграфа показан ниже. Обратите внимание на то, что это не муль-

тиграф; ребро, идущее из A в B, отличается от ребра, которое идет из B в A.
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Еще один (огромный) пример графа —  Всемирная паутина. Ее можно 

представить в виде узлов (веб-страниц) и ребер (гиперссылок, соединяющих 

каждую пару страниц). Это направленный граф, поскольку страница, на ко-

торую ссылаются, может не содержать обратной ссылки.

Если граф можно обойти, вернувшись в  исходный узел, это означает, 

в нем есть цикл. Циклы имеют не все графы. У кёнигсбергского графа есть 

цикл, хоть и не эйлеров. В истории науки известен знаменитый циклический 

граф (на самом деле мультиграф): модель молекулярной структуры бензола, 

которую создал Август Кекуле:

Граф, у которого нет цикла, называется ациклическим. Направленные 

ациклические графы относятся к отдельной важной категории. Их обычно 

обозначают аббревиатурой DAG (от англ. directed acyclic graph). У них есть 

много применений; например, они используются для представления прио-

ритетов выполнения задач (задачи —  узлы, а приоритеты —  ребра между 

ними), зависимостей, предварительных условий и других похожих конструк-

ций. Пока оставим ациклические графы и займемся циклическими; это будет 

наше первое знакомство с алгоритмами для работы с графами.

Пути и ДНК

Одним из самых важных научных достижений последних десятилетий была 

расшифровка человеческого генома. Благодаря методикам, созданным в ходе 
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этой работы, мы теперь можем исследовать генетические заболевания, рас-

познавать мутации, изучать геномы вымерших видов и многое другое.

Геномы закодированы в ДНК —  большой органической молекуле в форме 

двойной спирали. Эта двойная спираль состоит из четырех нуклеотидов: ци-

тозина (C), гуанина (G), аденина (A) и тимина (T). Каждая спираль представ-

ляет собой последовательность нуклеотидов, такую как ACCGTATAG. Соот-

ветствующие нуклеотиды, находящиеся в разных спиралях, связаны между 

собой по принципу A-T и C-G. Таким образом, если одна спираль имеет вид 

ACCGTATAG, то другая выглядит как TGGCATATC.

Определить структуру неизвестного участка ДНК можно следующим об-

разом. Мы создаем множество копий цепочки и разбиваем их на мелкие фраг-

менты —  например, по три нуклеотида в каждом. Эти фрагменты легко рас-

познать с помощью специальных инструментов. В итоге мы получаем набор 

известных фрагментов. Теперь нам остается собрать их в последовательность 

ДНК, чью структуру мы уже будем знать.

Представьте, что у нас есть следующие фрагменты (или, как их называют, 

полимеры): GTG, TGG, ATG, GGC, GCG, CGT, GCA, TGC, CAA и AAT. Все они трой-

ные; чтобы получить последовательность ДНК, которую они изначально со-

ставляли, создадим граф. Вершинами в этом графе будут двойные полимеры, 

выведенные из тройных путем отбора первых двух и последних двух нуклеоти-

дов. Таким образом из GTG получается GT и TG, а из TGG —  TG и GG. Каждая 

пара вершин, полученная из исходного тройного полимера, соединяется реб-

ром. Мы присваиваем название полимера этому ребру. То есть из ATG получа-

ются вершины AT и TG, а также ребро ATG. Итоговый граф показан ниже.

AT
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GG

GC

CG

GT

CA

AA

ATG

T
G
G

T
G
C

G
G
C

GC
G

GCA

CGT

G
T
G

C
A
A
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T
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Теперь нам остается только найти путь в этом графе, который проходит 

по каждому ребру ровно один раз (то есть эйлеров цикл), чтобы получить ис-

ходную цепочку ДНК. В 1873 году Карл Хирхольцер опубликовал алгоритм 

для поиска эйлеровых циклов, названный в его честь. Выглядит он так.

1. Выбираем начальный узел.

2. Идем от узла к узлу, пока не вернемся в начало. Пройденный нами путь 

может охватывать не все ребра.

3. Если существует вершина, которая является частью пути, но при этом 

принадлежит ребру, которое мы не проходили, мы начинаем с нее еще 

один путь, используя ранее не пройденные ребра, пока не возвраща-

емся в исходную точку. Таким образом у нас получается еще один за-

мкнутый путь. Затем мы совмещаем его с путем, пройденным ранее.

Если использовать этот алгоритм для нашего графа, получится следую-

щий путь.

AT
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GG

GC

CG

GT

CA

AA

ATG

1

T
G
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T
G
C

2

G
G
C
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GC
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3
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CGT
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G
T
G

5

C
A
A

9

AA
T
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Мы начинаем в AT и проходим по маршруту AT → TG → GG → GC → CA → AA → 

AT. Маршрут пройден, но он не охватывает все ребра. Например, у TG есть 

ребро TGC, которое мы еще не покрыли. Поэтому мы переходим в TG и начи-

наем еще один маршрут с ребра TGC; в результате получается TG → GC → CG → 

GT → TG. Совместим этот путь с первым и получим маршрут, представленный 
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на рисунке, AT → TG (→ GC → CG → GT → TG) → GG → GC → CA → AA → AT. Если 

пройти его от начала и до конца, не доходя до последнего узла, и соединить 

вершины с общими нуклеотидами ровно по одному разу, получится цепочка 

ДНК ATGCGTGGCA. Вы можете убедиться в том, что она содержит все поли-

меры, с которых мы начинали; CAA и CAT находятся, если при достижении 

последней вершины перейти в самое начало.

В этом конкретном примере мы нашли всего один дополнительный ци-

клический путь, который затем был совмещен с исходным. Но таких путей мо-

жет быть больше; шаг 3 повторяется до тех пор, пока не закончатся вершины 

с непокрытыми ребрами. Алгоритм Хирхольцера довольно быстрый: если его 

как следует реализовать, он выполняется за линейное время, O(n), где n —  ко-

личество ребер в графе.

Планирование турнира

Представьте, что вы занимаетесь организацией турнира, участники которого 

будут состязаться попарно в цепочке матчей. У нас есть восемь участников, каж-

дый из которых сыграет в четырех матчах. Нам нужно создать такой график со-

ревнований, чтобы у каждого участника оказалось по одному матчу в день.

Очевидное решение заключается в том, чтобы ограничить весь турнир од-

ним матчем в день, растянув его настолько, насколько потребуется. У нас есть 

восемь участников, каждый из которых играет в четырех матчах, поэтому 

турнир займет 16 дней (8 × 4 / 2; мы делим на два, чтобы не считать каж-

дый матч дважды). Назовем наших участников Элис (A), Боб (B), Кэрол (C), 

Дэйв (D), Иви (E), Фрэнк (F), Грейс (G) и Хайди (H). В скобках указаны буквы, 

которыми мы будем их обозначать.
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Мы можем найти лучшее решение, если смоделируем эту задачу в виде 

графа. Каждый игрок будет представлен отдельной вершиной, а  каждый 

матч —  ребром. В результате получится граф, показанный в левой части ри-

сунка (см. выше). Справа рядом с ребрами указаны дни, на которые заплани-

рованы соответствующие матчи. Как мы получили это решение?

Мы решили пронумеровать дни последовательно. Пусть турнир начина-

ется в нулевой день и все матчи проходят один за другим.

1. Берем матч, который мы еще не запланировали. Если все матчи уже за-

планированы, останавливаемся.

2. Планируем матч на ближайший день, но так, чтобы ни у одного из игро-

ков не было в этот день других матчей. Возвращаемся к шагу 1.

Этот алгоритм выглядит настолько просто, что вы можете даже засомне-

ваться, решает ли он нашу задачу. Это обманчивое впечатление. Давайте 

пройдемся по нему и посмотрим, что получится. В таблице ниже указаны 

матчи, следующие один за другим, и дни, на которые они запланированы, —  

все в соответствии с нашим алгоритмом. Сначала читаем первые два столбца, 

а затем другие два.

Матч День Матч День

A, B 0 C, F 3

A, D 1 C, G 2

A, E 2 D, G 3

A, H 3 D, H 2

B, C 1 E, F 0

B, E 3 E, H 1

B, F 2 F, G 1

C, D 0 G, H 0

В первом матче встречаются Элис и Боб. Ни один из этих игроков больше 

не будет участвовать в турнире в нулевой день (в день, на который мы запла-

нируем матч).

Берем еще один матч, который пока не был запланирован, —  скажем, 

Элис против Дэйва. Мы отбираем игроков в алфавитном порядке их однобук-

венных обозначений, но имейте в виду, что порядок может быть любой, даже 



48  ГЛАВА 2

случайный; главное, чтобы матчи не повторялись. У Элис уже есть матч, за-

планированный на эту дату, поэтому ближайший свободный день —  первый.

Дальше идет матч между Элис и Иви. Элис уже занята в первые два дня, 

поэтому запланируем матч на день 2. Свой заключительный матч Элис про-

ведет против Хайди; дни 0, 1 и 2 распланированы, поэтому данное событие 

должно произойти в день 3.

С Элис мы закончили. Переходим к матчам Боба и сразу пропускаем тот, 

который у него должен быть с Элис, так как мы его уже запланировали. Берем 

матч Боба против Кэрол. Боб уже занят в нулевой день (матч с Элис), поэтому 

матч будет проведен в день 1. При планировании матча против Иви мы видим, 

что Боб уже занят в дни 0 и 1, а Иви играет против Элис в день 2, поэтому вы-

бираем день 3. Берем матч Боба против Фрэнка; у Боба есть матчи в дни 0, 1 

и 3, а Фрэнк полностью свободен, поэтому выбираем день 2 (на день раньше 

матча Боба против Иви).

После Боба мы переходим к Кэрол. Ни у Кэрол, ни у Дэйва нет матчей в ну-

левой день, поэтому они сразятся в первый день турнира. Матч Кэрол против 

Фрэнка пройдет в день 3, поскольку Кэрол состязается в дни 0 (только что за-

планировали) и 1 (с Бобом), а у Фрэнка есть матч с Бобом. День 2 (это мы тоже 

запланировали ранее). Матч Кэрол против Грейс пройдет раньше, в день 2, 

так как Грейс все еще свободна, а у Кэрол нет матчей в этот день.

Аналогичным образом планируются оставшиеся матчи; интересно, что 

матчи вдоль внешнего и внутреннего прямоугольников графа состоятся в те-

чение первых двух дней. У нас получилось две группы игроков, которые сна-

чала состязаются параллельно, а затем встречаются между собой. В итоге 

найденное нами решение существенно превосходит простейший вариант 

с 16-дневным графиком; нам достаточно всего четырех дней!

На самом деле планирование турнира —  это разновидность более общей 

задачи: раскраски ребер. Эта задача состоит в распределении цветов между 

ребрами таким образом, чтобы никакие два смежных ребра не имели один 

и тот же цвет. Конечно, цвет здесь —  образное понятие. В нашем примере 

вместо цветов использовались номера дней; в целом это может быть любой 

другой набор уникальных значений. Если вместо ребер раскрашивать вер-

шины и делать это так, чтобы никакие две из них, соединенные общим реб-

ром, не имели один и тот же цвет, получится задача раскраски вершин. Как вы 

уже могли догадаться, обе эти задачи принадлежат к более общей категории, 

известной как задача раскраски графа.

Алгоритм раскраски ребер, описанный выше, отличается простотой и эф-

фективностью (он последовательно проходит по каждому ребру, и делает 
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это всего один раз). Алгоритмы такого рода называют жадными. Они пыта-

ются решить задачу путем поиска оптимального решения на каждом этапе, 

не заботясь об общем результате. Жадные алгоритмы подходят для многих 

случаев, в которых на каждом этапе необходимо принимать решение, «оп-

тимальное в текущий момент». Стратегии, которыми руководствуется алго-

ритм при принятии решений, называются эвристиками от греч. εὑρίσκω —  

«искать» [решение].

Но, если немного подумать, такой недальновидный способ принятия 

решений может оказаться не лучшим. Иногда имеет смысл проявить не-

которую сдержанность; выбор, кажущийся оптимальным в текущий мо-

мент, может привести к  последствиям, о  которых мы позже пожалеем. 

Представьте, что вы взбираетесь на  гору. Если следовать жадной эври-

стике, на каждом этапе нужно выбирать самый крутой подъем (предполо-

жим, что вы опытный скалолаз). Но так не всегда можно добраться до вер-

шины: есть вероятность очутиться на плоскогорье, с которого придется 

спускаться обратно. Настоящий путь к вершине может пролегать по более 

пологим склонам.

Метафору со скалолазанием часто используют при решении задач в ин-

форматике. Задача моделируется так, чтобы решение находилось на «вер-

шине», к которой ведут разные потенциальные действия; идея в том, чтобы 

найти правильное сочетание действий. Этот подход называется поиск восхо-

ждением к вершине. Плато в таком случае является локальным оптимумом, 

а вершина, на которую мы взбираемся, —  глобальным оптимумом.

Вернемся от скалолазания к планированию турнира. Мы выбрали ближай-

ший свободный день для каждого матча. К сожалению, это может быть не луч-

шим способом планирования. Действительно, раскраска графа —  сложная 

задача. Составленный нами алгоритм не гарантирует получение оптималь-

ного результата —  такого, для которого требуется наименьшее количество 

дней (или цветов, если говорить в целом). У узла графа есть степень —  число 

выходящих из него ребер. Мы можем доказать, что в случае, если наивысшая 

степень любого узла в графе равна d, для раскраски всех ребер достаточно d 

или d + 1 цветов; количество цветов, необходимое для раскраски ребер, на-

зывается хроматическим индексом графа. В конкретном примере наше ре-

шение является оптимальным, d = 4 (четыре дня). Но в других графах ал-

горитм может выдать не лучший результат. Плюс жадной раскраски графа 

в том, что мы знаем, насколько сильно решение способно отклониться от оп-

тимума: потенциальное количество цветов может превышать d и достигать 

2d —  1, но не более того.
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Если вам интересно, как это может произойти, взгляните на граф, кото-

рый состоит из «звезд», соединенных с центральным узлом.
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Если число звезд равно k и у каждой звезды есть k ребер, не считая того, 

которое ведет к центральному узлу, для раскраски ребер звезд понадобится 

k цветов. Нам нужно еще k цветов, чтобы соединить звезды с центральным 

узлом. Всего получается 2k цветов. Это то, что было сделано слева. Но это 

не идеальное решение. Если мы начнем с раскраски ребер, соединяющих 

звезды с центральным узлом, нам хватит k цветов. А для раскраски самих 

звезд будет достаточно одного дополнительного цвета. Итого k + 1 цветов. 

Этот подход проиллюстрирован справа. Все это соответствует теории, так как 

степень каждой звезды равна k + 1.

Но проблема в том, что жадный алгоритм выбирает порядок раскраски 

ребер, который в итоге оказывается неоптимальным (или, если быть более 

точным, не глобально оптимальным). Он может выдать лучшее решение, 

а может и нет. Но, опять же, отклонение от оптимального решения не такое 

уж большое. Это смягчает проблему, так как задача раскраски графа очень 

сложная, и алгоритм, который находит лучшее решение в каждом случае, 

имеет экспоненциальную сложность, около O(2n), где n —  количество ребер 

в графе. Такие точные алгоритмы зачастую применимы только для крошеч-

ных графов.

У жадного алгоритма, который мы здесь представили, есть одна замеча-

тельная особенность (если не считать его практичность). Это онлайн-алго-

ритм. Он работает, даже если ввод известен не с самого начала, а предостав-

ляется по ходу продвижения вперед. Для его запуска не нужно знать обо всех 

ребрах. Алгоритм будет работать правильно, даже если граф генерируется 

прямо на лету, по одному ребру за раз. Это может произойти, если игроки 

продолжают записываться для участия в турнире даже после того, как мы 

начали планировать матчи. Мы можем раскрашивать каждое ребро (матч) 

при его появлении, и по завершении создания графа он уже будет раскра-

шен. Более того, если граф создается постепенно, этот жадный алгоритм 

оказывается оптимальным; для графа, который формируется прямо в про-

цессе решения задачи, не существует точного алгоритма, даже самого не-

эффективного.
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Кратчайшие пути

Как мы уже видели, жадный алгоритм принимает лучшее решение на каж-

дом этапе, что может не привести к лучшему итоговому результату. Можно 

сказать, что он имеет оппортунистический, недальновидный характер. К со-

жалению, как мы знаем из басни Эзопа, кузнечик, живущий сегодняшним 

днем, может пожалеть о своем решении зимой, а муравей, который думает 

о будущем, окажется в тепле и уюте. Но, если говорить о планировании тур-

нира, участь кузнечика может быть не так уж печальной. Теперь давайте по-

смотрим, что на это ответит муравей.

В главе 1 мы отмечали, что поиск кратчайшего пути между двумя точками 

на сетке лучше не делать путем перебора всех возможных вариантов. Вы сами 

видели, что на практике этот подход неосуществим, так как количество путей 

растет огромными темпами. Но теперь, когда мы познакомились с графами, 

эта задача кажется не такой безнадежной. Давайте поднимемся на уровень 

выше. Сетка имеет простую геометрию с равными расстояниями между со-

седними точками; давайте исходить из того, что мы имеем дело с сеткой лю-

бой формы, точки в которой могут находиться на разных расстояниях друг 

от друга.

Для этого мы создадим граф, узлы и ребра которого представляют карту, 

и попробуем найти кратчайший путь между двумя его узлами. Кроме того, 

каждому ребру будет назначен вес. Это нулевое или положительное значе-

ние, соответствующее расстоянию между двумя соединенными узлами. Рас-

стояние может измеряться в километрах или времени, которое занимает его 

прохождение; подойдут любые неотрицательные величины. Таким образом 

длина пути будет суммой весов всех его ребер; кратчайшим путем между 

двумя узлами является тот, который имеет наименьшую длину. Если все веса 

равны 1, длина пути равна количеству ребер, из которых он состоит. Если до-

пускаются другие значения, это утверждение неверно.

Следующий граф состоит из шести узлов, соединенных девятью ребрами 

с разными весами. Мы хотим найти кратчайший путь из A в F.

Если применить жадную эвристику, вначале мы перейдем из A в C, затем 

лучшим выбором будет E, а оттуда уже можно попасть в F. Общая длина пути A, 

C, E и F равна 8, что не является оптимальным решением. Лучше всего пройти 

из A в C, затем в D и, наконец, в F; длина этого варианта —  6. Итак, жадная эв-

ристика не работает, и, в отличие от примера с планированием турнира, мы 

не знаем, насколько хуже ее результат может быть по сравнению с настоящим 

кратчайшим путем. Тем не менее и, опять же, в отличие от планирования 
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турнира, у задачи поиска кратчайшего пути существует эффективный алго-

ритм, поэтому нет никакого смысла использовать жадную эвристику.
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В 1956 году молодой голландский информатик, Эдсгер Дейкстра, делал 

покупки в амстердамских магазинах вместе со своей невестой. Устав, они 

присели на террасе кафе, чтобы выпить чашечку кофе. Дейкстра начал обду-

мывать задачу поиска лучшего пути из одного города в другой. Он набросал 

решение за 20 минут, хотя сам алгоритм был опубликован лишь спустя три 

года. Дейкстра имел блестящую карьеру, но, к его удивлению, именно это 

20-минутное озарение сделало его знаменитым.

Так как же выглядит этот алгоритм? Мы хотим найти кратчайшие пути 

из одного узла графа ко всем другим. В этом алгоритме используется прин-

цип релаксации: значениям, которые нужно найти (в данном случае расстоя-

ниям), дается приблизительная оценка. Вначале наши оценки максимально 

плохие. Затем по мере работы алгоритма они постепенно улучшаются, пока 

мы не получим правильные значения.

В алгоритме Дейкстры релаксация происходит следующим образом. Вна-

чале мы присваиваем расстояниям от одного узла ко всем остальным наихуд-

шее из возможных значений: бесконечность; очевидно, что длиннее ничего 

быть не может! На следующем рисунке мы указали рядом с узлами началь-

ную оценку кратчайшего пути и предыдущего узла в нем. Для узла A это 0/–, 

поскольку расстояние от A к A равно нолю, и у A нет предыдущего узла. Рядом 

со всеми остальными узлами указано ∞/–, потому что расстояние бесконечно, 

и мы не знаем, какой путь к ним является кратчайшим.
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Мы берем узел с кратчайшим расстоянием от A (о котором нам известно). 

Это сам узел A. Он текущий, поэтому выделим его серым.
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Дальше мы можем проверить оценочное расстояние от узла A к его сосе-

дям, B и C. Изначально мы сделали их бесконечно удаленными, но теперь ока-

зывается, что путь к B равен 3, а к C —  1. Обновим наши оценки и выразим их 

через A: укажем 3/A над B и 1/A под C. К узлу A мы больше не вернемся. Обно-

вим нашу диаграмму соответствующим образом, выделив A черным цветом. 

Перейдем к узлу с лучшей оценкой, который еще не посещался, то есть к C.
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Находясь в узле C, проверяем оценки кратчайших путей к его соседям, 

D и E. Обе они бесконечные, но теперь мы видим, к каждому из этих узлов 

можно добраться через C. Путь от A до D через C имеет общую длину 5, по-

этому записываем 5/C над D. Общая длина пути от A к E через C равна 3, по-

этому указываем 3/C под E. С узлом C мы закончили, поэтому выделяем его 

черным и переходим к еще не посещенному узлу с лучшей текущей оценкой. 

Оценки узлов B и E одинаково хороши —  3. Мы можем выбрать любой из них. 

Пусть это будет B.
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Продолжаем в том же духе. Находясь в узле B, проверяем оценки крат-

чайших путей к его соседям, D и F. Мы уже знаем, что путь к D из C равен 5; 

это лучше, чем если бы мы начинали из B (6). Поэтому оценка удаленности 

D остается без изменений. Путь к F сейчас считается бесконечно длинным, 
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поэтому мы обновляем эту оценку до 9. Помечаем узел B как посещенный 

и переходим к узлу с лучшей оценкой, который мы еще не проверяли, то есть 

к E.
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E соседствует с F. Путь к F из E имеет длину 8; это лучше, чем путь, про-

легающий через B. Обновим нашу оценку, пометим узел E как посещенный 

и перейдем к следующему узлу с лучшей оценкой, который мы еще не посе-

щали, то есть к D.
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D соседствует с узлом F, к которому, как мы обнаружили, можно добраться 

через E по пути длиной 8. Путь к F через D равен 6, поэтому мы обновляем 

нашу предыдущую оценку. Как и прежде, переходим к узлу с лучшей оценкой, 

который мы еще не проверяли, то есть к F.
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Находясь в узле F, проверяем, нужно ли обновить оценку для его соседа, E. 

Текущий путь к E имеет длину 3, тогда как путь через F равен 10. Оставляем E 

без исправлений. Посещение F ничего не изменило, но мы не могли знать это 

заранее. Мы посетили все узлы, поэтому алгоритм завершается.
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Выполняя алгоритм, мы записывали длину путей и  предшественника 

каждого узла. Мы делали это для того, чтобы по окончании алгоритма можно 

было найти кратчайший путь из A в любой другой узел графа; например, если 

взять F, мы начинаем с конца и двигаемся в начало. Узнаем предыдущий узел: 

D. Потом узнаем предшественника D, C, затем предшественника C, A. Крат-

чайший путь из A в F выглядит как A, C, D, F и имеет общую длину 6; мы уже 

упоминали об этом в начале нашего обсуждения.

В конце алгоритм Дейкстры нашел все кратчайшие пути из начального 

узла графа во все остальные. Он эффективен, так как его сложность равна 

O((m + n)logn), где m —  количество ребер в графе, а n —  количество узлов. 

Вот из каких шагов он состоит:
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1. Назначить бесконечное расстояние всем узлам, кроме начального; на-

значить начальному узлу нулевое расстояние.

2. Найти узел на минимальном расстоянии, который еще не посещали. 

Это будет наш текущий узел. Если все узлы уже посещались, останав-

ливаемся.

3. Проверяем всех соседей текущего узла. Если расстояние к соседу больше 

того, которое получилось бы при прохождении к нему через текущий 

узел, мы уменьшаем расстояние и обновляем путь, ведущий к соседу. 

Переходим к шагу 2.

Если нас интересует кратчайший путь только к одному конкретному узлу, 

мы можем остановиться после того, как этот узел будет выбран для посеще-

ния в шаге 2. На этом этапе мы уже знаем кратчайший путь к этому узлу, и он 

не поменяется в ходе дальнейшей работы алгоритма.

Алгоритм Дейкстры можно использовать в  любом графе, независимо 

от того, направленный он или нет, даже если в нем есть циклы; главное, чтобы 

у него не было отрицательных весов. Это может произойти, если ребра между 

узлами представляют какого-то рода награды и штрафы. Хорошая новость 

в том, что для работы с отрицательными весами есть другие эффективные 

алгоритмы, но это подчеркивает, что у алгоритма может быть ограниченное 

применение. При подборе алгоритма для решения задачи необходимо убе-

диться в том, что наша задача удовлетворяет его требованиям. В противном 

случае он не будет работать; но имейте в виду, что сам алгоритм не может со-

общить о том, что он не подходит. Если мы реализуем его на компьютере, он 

будет выполнять свои шаги, даже если в этом нет никакого смысла. Это даст 

бредовый результат. Мы сами должны заботиться о выборе подходящих ин-

струментов для наших задач.

Давайте возьмем крайний случай: граф, у которого есть не только отри-

цательные веса, но и цикл с отрицательной суммой ребер (отрицательный 

цикл). У  такого графа нет алгоритма для поиска кратчайших путей, по-

скольку их не существует. Если у нас есть отрицательный цикл, мы можем 

проходить по его ребрам раз за разом, и на каждой итерации длина пути бу-

дет уменьшаться. Это может продолжаться сколько угодно, и путь вдоль этого 

цикла получится бесконечно отрицательным.



При подборе алгоритма для 
решения задачи необходимо 
убедиться в том, что наша за-
дача удовлетворяет его требо-
ваниям. В противном случае 
он не будет работать; но сам 
он не может об этом сооб-
щить. Среди программистов 
и специалистов в компьютер-
ных науках бессмысленные 
программы принято называть 
«мусор на входе —  мусор 
на выходе». Люди должны 
сами выявлять такой мусор 
и понимать, что и в каких си-
туациях использовать. Это яв-
ляется важной частью 
университетских курсов 
по алгоритмам.
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ГЛАВА 3

ПОИСК

Тот факт, что алгоритмы могут делать все, что угодно, от перевода текста 

до вождения автомобиля, создает обманчивое впечатление о том, для чего их 

в основном применяют. Реальность оказывается прозаичной. Сложно найти 

компьютерную программу, которая делает что-либо полезное без использо-

вания алгоритмов поиска по данным.

Это вызвано тем, что поиск в том или ином виде присутствует почти в лю-

бом контексте. Программе, принимающей данные, зачастую нужно что-то 

в них найти, и для этого почти наверняка используется поисковый алгоритм. 

Поиск —  это не только очень распространенная, но и трудоемкая операция, 

которую необходимо выполнять постоянно. Хороший поисковый алгоритм 

может кардинально повысить скорость работы программы.

Поиск подразумевает выбор определенного элемента из группы элемен-

тов. Это общее определение включает в себя несколько разновидностей по-

иска. Большую роль играет то, упорядочены ли элементы, по которым мы 

ищем. Совсем другая ситуация возникает, когда мы получаем элементы один 

за другим и должны сразу же распознать тот, который ищем, без возможно-

сти пересмотреть наше решение. Если мы неоднократно выполняем поиск 

по множеству элементов, важно знать, являются ли какие-либо из них по-

пулярнее других. Мы исследуем все эти разновидности поиска в данной главе, 

но имейте в виду, что существуют и другие. Например, мы будем рассматри-

вать только задачи с точным поиском, но во многих приложениях требуется 

приблизительный поиск. Возьмем, к примеру, проверку орфографии: когда 

вы делаете опечатку, программа должна найти слова, похожие на те, которые 

ей не удалось распознать.

По  мере увеличения объемов данных все важнее становится возмож-

ность эффективного поиска по огромному количеству элементов. Вы уви-

дите, что поиск масштабируется чрезвычайно хорошо, если наши элементы 

упорядочены. В главе 1 мы утверждали, что найти что-то среди миллиарда 
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отсортированных элементов можно примерно за 30 шагов; теперь же мы по-

кажем, как этого добиться.

Эта глава даст нам представление об опасностях, которые поджидают нас 

при реализации алгоритма в виде компьютерной программы, рассчитанной 

на работу в рамках определенного устройства.

Иголка в стоге сена

Простейший пример поиска —  это попытка найти иголку в стоге сена из из-

вестной пословицы. Если мы хотим найти что-то в группе объектов, которые 

никак не структурированы, нам остается только проверить их один за другим, 

пока не будет найдено то, что мы ищем, или пока закончатся все элементы.

Если вы ищете определенную игральную карту в колоде, вы можете на-

чать сверху и двигаться вниз, пока вам не попадется нужная карта или пока 

колода не исчерпается. Вы также можете продвигаться снизу вверх или вы-

тягивать карты из колоды случайным образом. Это ничего принципиально 

не изменит.

При работе с компьютерами мы обычно имеем дело не с физическими 

объектами, а с их цифровым представлением. Набор данных на компьютере 

часто представляют в виде списка. Список —  это структура данных, содержа-

щая группу элементов, которые следуют один за другим. Обычно считается, 

что элементы в списке связаны, то есть каждый элемент указывает на сле-

дующий, и так до самого конца; последний элемент указывает в никуда. Эта 

метафора недалека от реальности, поскольку для хранения элементов ком-

пьютер использует адреса памяти. В связном списке каждый элемент содер-

жит две вещи: собственно данные и адрес следующего элемента. Участок 

памяти, который хранит адрес другого участка, называется указателем. По-

этому в связном списке каждый элемент содержит указатель на следующий 

элемент. Начальный элемент списка называется головным. Элементы списка 

иногда называют узлами. Последний узел никуда не указывает (или указы-

вает на null: ничто в компьютерной терминологии).

Список —  это последовательность элементов, но он не всегда упорядочен 

по какому-то определенному критерию. Например, следующий список содер-

жит несколько букв из алфавита:

U R L A E K D
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Если список неупорядоченный, поиск элемента в нем будет проходить так.

1. Переходим к головному элементу списка.

2. Если это искомый элемент, сообщаем о его нахождении и останавли-

ваемся.

3. Переходим к следующему элементу списка.

4. Если мы перешли в null, сообщает о том, что искомый элемент не най-

ден, и останавливаемся. В противном случае повторяем шаг 2.

Это называется линейным, или последовательным, поиском. В нем нет ни-

чего особенного; это реализация простого перебора элементов, который про-

исходит до тех пор, пока мы не найдем то, что нам нужно. В реальности алго-

ритм заставляет компьютер переходить от одного указателя к другому, пока 

не будет обнаружен искомый элемент или null. Ниже показано, как происхо-

дит поиск букв E и X.

U R L A E K D

U R L A E K D

Если искать среди n элементов, лучшее, что может случиться, —  это ко-

гда нам сразу же попадется искомый элемент (то есть если он является голов-

ным). В худшем случае он находится в самом конце или вообще отсутствует 

в списке. В таком сценарии придется перебрать все n элементов. Таким обра-

зом производительность последовательного поиска равна O(n).

С этим ничего нельзя поделать, если элементы собраны в случайную по-

следовательность. Это видно на примере колоды карт: если она как следует 

перетасована, мы не можем заранее знать, где именно находится та или иная 

карта.

Иногда это создает проблемы в реальной жизни. Если нам нужно найти 

что-то конкретное в большой кипе бумаг, этот процесс может оказаться уто-

мительным. Мы даже можем подумать, что из-за нашей невезучести искомый 

документ находится в самом низу. Поэтому мы прекращаем последователь-

ный перебор и начинаем искать снизу. В этом нет ничего плохого, но не сле-

дует надеяться на то, что это как-то улучшит наши шансы и поможет быстрее 

завершить поиск. Если кипа бумаг никак не упорядочена, искомый документ 

может находиться где угодно: в начале, в конце или ровно посередине. Все 
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позиции равновероятны, поэтому продвижение сверху вниз ничем не хуже 

любой другой стратегии (при условии, что каждый элемент проверяется 

ровно один раз). Тем не менее выбор определенного порядка помогает от-

слеживать уже выполненные действия, поэтому мы предпочитаем придержи-

ваться последовательного поиска.

Но все это верно только в том случае, если у нас нет причин полагать, что 

искомый элемент находится в какой-то определенной позиции. Если ж такие 

причины есть, мы можем воспользоваться любой дополнительной информа-

цией для ускорения поиска.

Эффект Матфея и поиск

Вы, наверное, замечали, что на плохо организованном рабочем столе некото-

рые вещи «всплывают» наверх, а другие оказываются в самом низу. Автор был 

приятно удивлен, когда в процессе наведения порядка обнаружил вещи, кото-

рые считал давно утерянными. Это, наверное, случалось со всеми. Мы обычно 

держим ближе к себе вещи, которые часто используем, а то, что используется 

редко, постепенно пропадает из нашего поля зрения.

Представьте, что у вас есть кипа документов, над которыми вам нужно 

работать. Эти документы никак не упорядочены. Когда мы заканчиваем ра-

боту с документом, мы кладем его не туда, где он был найден, а наверх. И это 

повторяется раз за разом.

Может случиться так, что некоторые документы нам требуются чаще дру-

гих. К некоторым из них мы можем возвращаться снова и снова, а к другим —  

лишь изредка. Если продолжить откладывать документы, с которыми мы уже 

поработали, наверх, через некоторое время обнаружится, что самые популяр-

ные из них находятся сверху, а те, которые требуются нам реже всего, оказа-

лись где-то внизу. Это удобно, поскольку часто используемые документы все-

гда под рукой, что экономит время.

Вырисовывается общая стратегия поиска, согласно которой одни и те же 

элементы ищутся многократно, и некоторые из них более востребованы, чем 

другие. Найдя нужный документ, мы откладываем его наверх, чтобы в сле-

дующий раз его было проще искать.

Насколько практичной была бы такая стратегия? Это зависит от того, на-

сколько часто наблюдаются подобные расхождения в популярности элемен-

тов. В реальности это случается повсеместно. Вы, наверное, слышали посло-

вицу: «Богатый богатеет, а бедный беднеет». Она касается не только богатых 
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и бедных людей. Эта тенденция встречается в удивительно большом количе-

стве ситуаций в разных сферах деятельности. У нее даже есть название, эф-

фект Матфея, данное в честь следующей цитаты из Евангелия от Матфея 

(25:29): «…ибо всякому имеющему дастся и приумножится, а у неимеющего 

отнимется и то, что имеет».

В этом стихе речь идет о материальных благах, поэтому давайте задума-

емся на минуту о богатстве. Представьте, что у вас есть большой стадион, спо-

собный вместить 80 000 человек. Вы можете измерить средний рост посети-

теля стадиона. Пусть это будет около 1,7 метра. Представьте, что вы выбрали 

случайного болельщика и посадили на его место самого высокого человека 

в мире. Изменится ли средний рост? Даже если найти трехметрового гиганта 

(такой рост никогда не был зафиксирован), средний рост останется практи-

чески неизменным —  разница с предыдущим показателем составит десятые 

доли миллиметра.

Теперь представьте, что вместо среднего роста мы замеряем среднее бла-

госостояние. Допустим, для наших 80 000 человек это будет $1 миллион (к нам 

на стадион ходит небедная публика). Теперь опять посадим на место случай-

ного посетителя самого богатого человека в мире, владеющего $100 милли-

ардами. Имело ли бы это какое-то влияние? Да, и существенное. Средний 

показатель вырос бы с $1 миллиона до $2 249 987,5 —  более чем в два раза. 

Мы знаем, что богатство распределено неравномерно, но такая разница все 

равно может удивить. Она намного превышает расхождения естественных 

величин, таких как рост.

То же самое можно наблюдать во многих других сферах жизни. Есть мно-

жество актеров, о которых вы никогда не слышали. А есть горстка звезд, ко-

торые постоянно снимаются в фильмах и зарабатывают миллионы долларов. 

Термин «эффект Матфея» в 1968 году предложил социолог Роберт Мертон, ко-

торый заметил, что известные ученые получают большее признание за свою 

работу, чем их менее популярные коллеги, даже если делают аналогичный 

вклад. Чем известнее ученый, тем больше внимания он получает.

По тому же принципу распределяются слова в языке: некоторые из них 

используются куда чаще других. Такое очевидное неравенство присуще раз-

мерам городов (мегаполисы намного больше среднего города) и количеству/

популярности веб-сайтов (на большинство сайтов заходят лишь время от вре-

мени, а у некоторых есть миллионы посетителей). За последние несколько лет 

распространенность таких неравномерных распределений, когда небольшая 

часть населения владеет непропорционально большим объемом ресурсов, 
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стала предметом обширных исследований. Ученые пытаются найти причины 

и законы, которые лежат в основе этого явления.

Возможно, элементам, по которым мы ищем, тоже присуща подобная раз-

ница в популярности. Если это так, то поисковый алгоритм, пользующийся 

этим, может работать по тому же принципу, который мы описывали ранее: 

каждый найденный документ ложится сверху.

1. Ищем элемент последовательным способом.

2. Если элемент найден, сообщаем о его нахождении, помещаем его в на-

чало списка (делаем головным) и останавливаемся.

3. В противном случае сообщаем о том, что элемент не найден, и останав-

ливаемся.

На следующей диаграмме найденный элемент E переносится в начало 

списка.

U R L A E K D

E U R L A K D

Потенциальный недостаток этого алгоритма в том, что в начало списка 

станут попадать даже те элементы, которые редко ищутся. Это правда, но, если 

элемент не популярный, он постепенно будет вытеснен ближе к концу при 

поиске других элементов. Тем не менее мы можем принять определенные 

меры и сделать нашу стратегию не такой кардинальной. Найденный элемент 

можно переносить не в самое начало, а лишь на одну позицию вперед. Этот 

подход называется методом перегруппировки.

1. Ищем элемент последовательным способом.

2. Если элемент найден, сообщаем о его нахождении, меняем его местами 

с предыдущим (если он не первый) и останавливаемся.

3. В противном случае сообщаем о том, что элемент не найден, и останав-

ливаемся.

Таким образом популярные элементы постепенно перейдут в  начало 

списка, а остальные окажутся ближе к концу, без внезапных скачков.
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U R L A E K D

U R L E A K D

Перемещение в начало и метод перегруппировки являются разновидно-

стями самоорганизующегося поиска; этот термин выбран потому, что список 

организуется по мере выполнения операций поиска и отражает популяр-

ность его элементов. Экономия времени зависит от того, насколько сильно 

варьируется эта популярность. Если от последовательного поиска можно 

ожидать производительности вида O(n), то  самоорганизующийся поиск 

с перемещением в начало может демонстрировать скорость порядка O(n/

lgn). Если у нас есть миллион элементов, это позволит обработать их так же 

быстро, как если бы их было около 50 000. Метод перегруппировки может 

давать еще лучшие результаты, но для их достижения ему нужно больше 

времени. Это обусловлено тем, что оба метода требуют «прогрева», в тече-

ние которого выявляются популярные элементы. В алгоритмах с переме-

щением в начало этот период короткий; при использовании метода пере-

группировки прогрев занимает больше времени, но зато потом получаются 

лучшие результаты.

Кеплер, автомобили и невесты

В 1611 году прославленный астроном Иоганн Кеплер (1571–1630) овдовел —  

его жена умерла от холеры. Он решил жениться повторно, но, будучи мето-

дическим человеком, не захотел полагаться на волю случая. Свой подход он 

описал в письме барону Страхлендорфу. Прежде чем делать выбор, Кеплер 

планировал провести собеседования с 11 потенциальными невестами. Ему 

очень понравилась кандидатура под номером пять, но друзья его переубе-

дили, указав на ее низкое положение в обществе. Вместо нее они посовето-

вали еще раз присмотреться к четвертой кандидатке, но она ему отказала. 

В итоге после знакомства со всеми 11 претендентками, Кеплер все же же-

нился на пятой, 24-летней Сюзанне Рюттингер.

Эта небольшая история является немного притянутым за  уши приме-

ром поиска; Кеплер искал идеальную пару среди потенциальных кандида-

тур. Но у этого процесса была одна особенность, которую он мог сначала 
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не заметить: у нас не всегда есть возможность вернутся к варианту, который 

мы уже отклонили.

Эту задачу можно переформулировать с  учетом современных реалий. 

Представьте, что мы ищем лучший способ определения того, какой автомо-

биль следует покупать. Мы заранее составили список автосалонов, которые 

хотим посетить. Кроме того, наше самолюбие не позволит нам вернуться в са-

лон, из которого мы уже вышли с пустыми руками. Отклонив предложение, 

мы обязательно должны сохранить лицо; мы не можем снова прийти в то же 

место и сказать, что мы передумали. Так или иначе, в каждом автосалоне 

придется принимать окончательное решение: либо покупать, либо никогда 

больше не возвращаться.

Это разновидность задачи оптимальной остановки. Мы должны принять 

решение, пытаясь максимизировать награду или минимизировать расходы. 

В нашем примере нам нужно выбрать лучший автомобиль, который только 

можно купить. Если принять решение слишком рано, может оказаться, что 

впереди нас ждал более оптимальный вариант. А запоздавшее решение мо-

жет означать, что мы уже видели лучший автомобиль, но не решились его ку-

пить. Так когда следует остановиться и сделать покупку?

Более формальное описание этой проблемы называется задачей о секре-

таре (или о разборчивой невесте). Мы хотим выбрать секретаря из группы 

кандидатов. Вы можете по очереди проводить собеседования с каждым кан-

дидатом. В конце каждого собеседования необходимо принять решение: на-

нимать или нет. Если кандидат отклонен, вы уже не сможете к нему вернуться 

(его может перехватить кто-то другой, так как он слишком хорош). Как же 

сделать правильный выбор?

Ответ на удивление прост. Мы интервьюируем первые 37% кандидатов, 

отклоняем их всех, но отмечаем для себя лучшего из них. Число 37 может 

показаться случайным, но это результат деления 1 / e ≈ 37%, где e —  это по-

стоянная Эйлера, которая равна примерно 2,7182 (мы уже упоминали о ней 

в главе 1). Затем мы встречаемся с остальными кандидатами и останавли-

ваем свой выбор на том, который лучше отмеченного нами ранее. Запишем 

это в виде алгоритма для n кандидатов.

1. Вычисляем n / e, чтобы получить 37% от n кандидатов.

2. Проверяем и отклоняем первые n / e кандидатов. Выбираем лучшего 

из них в качестве эталона.

3. Проверяем остальных кандидатов. Выбираем того, который оказыва-

ется лучше эталона, и останавливаемся.
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Этот алгоритм не всегда находит лучшего кандидата; в конце концов, 

это может быть тот самый эталон, который выбран среди первых 37% и за-

тем отклонен. Но мы можем доказать, что он выбирает лучшего кандидата 

в 37% случаев (опять же, 1 / e); более того, не существует другого алгоритма, 

который способен превзойти этот показатель. Иными словами, это лучший 

алгоритм из всех имеющихся: он может не дать оптимального результата 

в 63% случаев, но любая другая стратегия будет проваливаться еще чаще.

Возвращаясь к  автомобилям, представим, что мы составили список 

из 10 автосалонов. Мы должны посетить первые четыре и найти лучшее пред-

ложение, не делая покупку. Затем мы начинаем посещать другие шесть авто-

салонов и принимаем то предложение, которое превзойдет отмеченное нами 

ранее (остальные отклоняем). Возможно, ни один из шести салонов не сде-

лает лучшего предложения. Но никакая другая стратегия не даст более высо-

ких шансов на оптимальную покупку.

Нам нужен был лучший кандидат из возможных, и мы не хотели согла-

шаться на меньшее. Но что, если эти высокие требования можно немного за-

низить? Конечно, в идеале мы хотели бы сделать лучший выбор, будь то се-

кретарь или автомобиль, но нас может удовлетворить и другой вариант (хотя 

и не так сильно). Если поставить вопрос таким образом, то поиск лучше про-

водить с помощью того же алгоритма, но вместо 37% взять и отклонить n  

кандидатов. В этом случае вероятность принятия оптимального решения ра-

стет вместе с количеством кандидатов, n, стремясь к 1 (то есть к 100%).

Мы рассмотрели разные способы выполнения поиска, рассчитанные 

на разные сценарии. Общим во всех этих примерах было то, что перебирае-

мые нами элементы не находятся в каком-то определенном порядке; в лучшем 

случае мы постепенно упорядочиваем их по популярности (самоорганизую-

щийся поиск). Совсем другое дело, когда элементы изначально упорядочены.

Представьте, что у нас есть стопка папок, каждой из которых присвоен от-

дельный номер. Документы в стопке упорядочены согласно этим номерам, по их 

возрастанию (номера могут не быть последовательными). Если нам нужно найти 

документ с определенным номером, было бы глупо начинать с начала и просто 

двигаться в конец. Намного лучше перейти сразу в середину и сравнить иденти-

фикатор документа с искомым номером. Здесь может произойти одно из трех.

1. Если нам повезет, мы попадем сразу на нужный нам документ. В этом 

случае мы закончили, поиск останавливается.

2. Номер искомого документа превышает номер, который нам попался. 

Это означает, что мы можем отклонить как этот, так и все предыдущие 
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документы. Они упорядочены, поэтому у всех у них будут меньшие но-

мера. У нас получился «недолет».

3. Происходит противоположное: номер искомого документа меньше 

того, который нам попался. Мы можем спокойно отклонить как этот, 

так и все последующие документы. Наша цель находится позади.

В двух последних случаях у нас остается стопка, которая как минимум 

вдвое меньше исходной. Если начать с  нечетного количества докумен-

тов (скажем, с n) и разделить их посередине, получится две равные части 

по n / 2 элемен тов в каждой (игнорируем дробную часть).

○ ○ ○ ○×

Если у нас четное количество элементов, в результате их разделения по-

лучится две части: в одной n / 2–1, а в другой n / 2.

○ ○ ○×

Мы все еще не нашли то, что искали, но мы находимся в куда лучшей пози-

ции, чем прежде; у нас осталось намного меньше элементов, которые нужно 

перебрать. Итак, продолжаем. Проверяем средний документ в оставшейся 

стопке и повторяем ту же процедуру.

На диаграмме, показанной на следующей странице, можно видеть, как 

этот процесс работает в случае с 16 элементами, среди которых нужно найти 

элемент 135. Мы выделяем серым цветом рамки, в которых происходит по-

иск, и средний элемент.

Вначале область поиска охватывает весь список. Мы переходим к сред-

нему элементу и узнаем, что он имеет номер 384. Это больше, чем 135, по-

этому мы отбрасываем его и все элементы справа от него. Берем средний эле-

мент в оставшемся списке; он имеет номер 72. Это меньше, чем 135, поэтому 

мы отбрасываем его вместе со всеми элементами, которые находятся слева 

от него. Область поиска сократилась до всего лишь трех элементов. Мы бе-

рем средний из них и обнаруживаем, что это тот, который нам нужен. На вы-

полнение поиска ушло всего три шага, и нам даже не пришлось проверять 

13 элементов из 16.

6 11 31 72 114 135 244 384 503 507 541 613 680 742 871 957

6 11 31 72 114 135 244 384 503 507 541 613 680 742 871 957

6 11 31 72 114 135 244 384 503 507 541 613 680 742 871 957
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Этот процесс будет работать и в ситуации, когда искомого элемента не су-

ществует. Это можно наблюдать на следующей диаграмме, где в том же списке 

ищется элемент 520.

6 11 31 72 114 135 244 384 503 507 541 613 680 742 871 957

6 11 31 72 114 135 244 384 503 507 541 613 680 742 871 957

6 11 31 72 114 135 244 384 503 507 541 613 680 742 871 957

6 11 31 72 114 135 244 384 503 507 541 613 680 742 871 957

×

На этот раз 520 больше, чем 384, поэтому мы ограничиваем область по-

иска правой половиной списка. В ней посередине находится элемент 613, ко-

торый больше, чем 520. У нас остается всего три элемента, средний из кото-

рых 507. Он меньше 520. Мы его отбрасываем и проверяем оставшиеся два 

элемента, ни один из которых не имеет искомый номер. Мы можем завер-

шить поиск, сообщив о том, что он оказался безрезультатным. Для этого по-

требовалось всего четыре шага.

Описанный нами метод называется двоичным поиском, потому что на каж-

дом этапе область поиска уменьшается вдвое. Этот принцип можно оформить 

в виде алгоритма, состоящего из следующих шагов.

1. Если область поиска пустая, нам нечего проверять, поэтому сообщаем 

о неудаче и останавливаемся. В противном случае находим средний 

 элемент.

2. Если средний элемент меньше искомого, ограничиваем область поиска 

элементами, которые идут за ним, и возвращаемся к пункту 1.

3. В противном случае, если средний элемент больше искомого, ограни-

чиваем область поиска элементами, которые идут перед ним, и возвра-

щаемся к пункту 1.

4. Если средний элемент равен искомому, сообщаем об успехе и останав-

ливаемся.

Таким образом мы сокращаем вдвое количество элементов, по которым 

нам нужно искать. Это метод типа «разделяй и властвуй». Он состоит в мно-

гократном делении, которое, как мы видели в главе 1, дает нам логарифм. 

Многократное деление на два —  это логарифм по основанию 2. В худшем 

случае двоичный поиск продолжит разделять список элементов, пока ничего 



Не отчаивайтесь, если вам 
когда-либо придется 
лихорадочно размышлять над 
строчкой кода, которая делает 
не то, чего вы от нее ожидали. 
Вы не одиноки. Это случается 
со всеми, даже с лучшими 
из нас.
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не останется (как в примере с неудачным поиском). Если у нас есть n элемен-

тов, это может произойти не больше, чем lgn раз; следовательно, двоичный 

поиск имеет сложность вида O(lgn).

Это довольно впечатляющее преимущество перед последовательным по-

иском, даже если он самоорганизующийся. Поиск по миллиону элементов 

займет не больше 20 шагов. С другой стороны, ста шагов хватит на то, чтобы 

найти любой элемент в списке длиной 2100 ≈ 1,27 × 1030, что больше одного 

нониллиона.

Поразительная эффективность двоичного поиска сравнима разве что 

с его известностью. Это интуитивный алгоритм. Но, несмотря на свою про-

стоту, он вновь и вновь вызывает затруднения при реализации его в компью-

терных программах. Это связано не с самим двоичным поиском, а скорее 

с тем, как мы переводим алгоритмы в настоящий компьютерный код с по-

мощью языков программирования. Программисты постоянно становятся 

жертвами коварных ошибок, которые закрадываются в их реализации. И это 

касается не только новичков: иногда даже программистам мирового класса 

не удается реализовать этот алгоритм как следует.

Чтобы понять, откуда берутся эти ошибки, подумайте о том, как мы нахо-

дим средний элемент в списке на первом этапе алгоритма. Вот простой под-

ход: середина между m-м и n-м элементами равна (m + n) / 2; если результат 

не натуральное число, он округляется. Это правильный принцип, основан-

ный на элементарной математике, поэтому он применим везде.

Везде, кроме компьютеров. Компьютеры обладают ограниченными ре-

сурсами, к которым относится и память. Поэтому на компьютере невозможно 

представить любые числа; некоторые из них просто слишком большие. Если 

компьютер накладывает ограничение на максимальный размер чисел, с ко-

торыми он может работать, то m и n должны быть меньше этого лимита. Ко-

нечно, (m + n) / 2 вписывается в допустимый диапазон, но, чтобы вычислить 

это значение, нам нужно сначала выполнить m + n и затем поделить на два, 

и эта сумма может превысить установленное ограничение! Это называется 

переполнением: выход за пределы допустимых значений. Поэтому у вас может 

возникнуть ошибка, которая, как вы считали, вам не страшна. Результатом 

будет не среднее значение, а что-то совсем другое.

Осознав эту опасность, вы можете легко от нее защититься. Средний эле-

мент нужно вычислять не как (m + n) / 2, а как m + (m —  n) / 2. Результат 

тот же, но без переполнения. Теперь, когда вы знаете, в чем загвоздка, это ре-

шение кажется простым, но любой может быть пророком задним числом.



Конечно, эта книга посвящена алгоритмам, а  не  программированию, 

но  позвольте автору поделиться опытом с  теми, кто пишет или хочет пи-

сать компьютерные программы. Не отчаивайтесь, если вам когда-либо при-

дется лихорадочно размышлять над строчкой кода, которая делает не то, чего 

вы от нее ожидали. Не волнуйтесь, если на следующий день окажется, что 

ошибка все это время была прямо у вас перед носом. Как же вы могли ее не за-

метить? Вы не одиноки. Это случается со всеми, даже с лучшими из нас.

Двоичный поиск требует, чтобы элементы были отсортированы. Поэтому, 

чтобы воспользоваться его преимуществами, нам нужно сначала научиться 

эффективно сортировать элементы. Таким образом мы плавно переходим 

к следующей главе, в которой вы узнаете, как сортировать вещи с помощью 

алгоритмов.
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ГЛАВА 4

СОРТИРОВКА

Конституция США гласит, что раз в десять лет должна проходить перепись 

населения, чтобы распределить налоги и представителей между разными 

штатами. Первая перепись после Американской революции состоялась 

в 1790 году, и с тех пор ее проводят каждое десятилетие.

На протяжении следующих ста лет после 1790 года население США стре-

мительно выросло —  с 4 миллионов во время первой переписи до более чем 

50 миллионов в 1880 году. Но вместе с этим возникла проблема: время, ухо-

дившее на подсчеты, достигло восьми лет. Когда в 1890 году пришел черед 

следующей переписи, население выросло еще сильнее. Если бы этот процесс 

проходил как раньше, он, скорее всего, не был бы завершен до следующей пе-

реписи 1900 года.

В то время в Бюро переписи населения США работал Герман Холлерит, мо-

лодой выпускник Горной школы при Колумбийском университете (он окон-

чил обучение в  1879  году в  возрасте 19  лет). Зная о  насущной проблеме 

с нехваткой времени, он пытался придумать, как ускорить этот процесс с по-

мощью механических устройств. Холлерит вдохновился тем, как кондукторы 

записывали данные пассажиров, пробивая дыры в их железнодорожных би-

летах; он изобрел способ записи информации о переписи населения с исполь-

зованием перфокарт. Затем эти карты можно было обработать табулято-

рами —  электромеханическими машинами, которые считывали пробитые 

дыры и проводили на их основе вычисления.

Табулятор Холлерита применялся в переписи 1890 года и позволил сокра-

тить время подсчетов до шести лет; оказалось, что население США выросло 

примерно до 63 миллионов человек. Холлерит представил свое изобретение 

Королевскому статистическому обществу, отметив: «Не следует считать, что 

эта система все еще находится на стадии экспериментов. Эти машины под-

считали более 100 000 000 перфокарт по нескольку раз, и это создало широкое 

поле для проверки их возможностей». После проведения переписи Холлерит 
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основал частную компанию под названием Hollerith Electric Tabulating System. 

В  1924  году после череды переименований и  слияний она превратилась 

в International Business Machines ().

В наши дни сортировка стала настолько вездесущей, что мы ее почти не за-

мечаем. Всего несколько десятилетий назад в офисах были громадные карто-

теки с папками, и корпоративный персонал следил за тем, чтобы они храни-

лись в нужном порядке (алфавитном или хронологическом). Для сравнения: 

всего одним щелчком мыши все письма в нашем почтовом ящике можно от-

сортировать по таким критериям, как тема, дата и отправитель. Наши кон-

такты хранятся в отсортированном виде на цифровых устройствах без како-

го-либо внимания с нашей стороны; всего пару лет назад нам приходилось 

самостоятельно организовывать наши контакты в записных книжках.

Вернемся к переписи населения в США. Сортировка была одним из пер-

вых примеров автоматизации офисной работы и одним из первых приме-

нений цифровых вычислительных машин. За это время разработано множе-

ство разных алгоритмов сортировки. Целый ряд из них активно используется 

в программировании, предлагая разные сравнительные преимущества и не-

достатки, хотя некоторые не применяются на практике. Сортировка —  это 

настолько фундаментальный аспект работы компьютеров, что в любой книге, 

посвященной алгоритмам, им всегда отводится отдельное место. И именно 

благодаря их большому разнообразию можно оценить важную сторону дея-

тельности компьютерных специалистов и программистов. В их распоряже-

нии находится множество инструментов, и некоторые из них подходят для 

одной и той же задачи. Представьте себе набор отверток: плоских, кресто-

образных, шестигранных, квадратных и т. д. У всех у них одно и то же на-

значение, но для определенных болтов нужны подходящие отвертки. Иногда 

плоская отвертка подходит для крестообразного болта; но обычно в каждой 

ситуации следует выбирать соответствующий инструмент. То же самое с сор-

тировкой. Все сортировочные алгоритмы занимаются упорядочиванием, 

но каждый из них предназначен для определенных задач.

Прежде чем приступать к исследованию этих алгоритмов, давайте попро-

буем объяснить, что именно они делают. Очевидно, что они что-то сортируют, 

но здесь сразу же напрашивается вопрос: что мы имеем в виду под сортиров-

кой данных?

Предполагается, что у нас есть набор взаимосвязанной информации, ко-

торую обычно называют записями. Это, к примеру, могут быть электронные 

письма в нашем почтовом ящике. Мы хотим организовать эти данные так, 

чтобы они находились в удобном для нас порядке. Эта перестановка должна 



У всех у них одно и то же 
назначение, но для 
определенных болтов нужны 
подходящие отвертки… То же 
самое с сортировкой. Все 
сортировочные алгоритмы 
занимаются 
упорядочиванием, но каждый 
из них лучше подходит для 
определенных задач.
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учитывать определенное свойство или свойства данных. В нашем примере 

с письмами упорядочивание может быть основано на дате получения (хро-

нологический порядок) или имени отправителя (алфавитный порядок). Это 

можно делать по возрастанию, от старых писем к новым, или по убыванию, 

от новых писем к старым. Результатом процесса сортировки должны быть 

те же данные, которые были на входе; говоря техническим языком, это дол-

жна быть перестановка исходных данных, то есть те же элементы, только 

в другом порядке, без каких-либо изменений.

Свойство, по которому мы сортируем информацию, обычно называется 

ключом. Ключ может быть атомарным, если его нельзя разложить на части, 

или составным, если он основан на нескольких свойствах. Если нам нужно 

отсортировать письма по дате доставки, достаточно атомарного ключа (дату 

можно разбить на год, месяц и день, и она может также содержать точное 

время доставки, однако нам это неважно). Но  мы также можем захотеть, 

чтобы письма были отсортированы сначала по имени отправителя, и чтобы 

все письма каждого отправителя шли в порядке доставки. Сочетание даты 

и отправителя представляет собой составной ключ для нашей сортировки.

В качестве ключа для сортировки можно использовать любое свойство —  

главное, чтобы его значение можно было упорядочить. Среди прочего это, 

естественно, относится к  числам. Если нам нужно отсортировать инфор-

мацию о продажах по количеству проданных товаров, наш ключ будет це-

лым числом. Если ключи текстовые, такие как имена отправителей писем, 

мы обычно используем лексикографический порядок. Чтобы иметь возмож-

ность упорядочить наши данные, алгоритмы сортировки должны знать, как 

их сравнивать, но способ сравнения может быть любым (главное, чтобы он 

был корректным).

Начнем исследование методов сортировки с двух алгоритмов, которые 

могут быть вам знакомы, так как они, наверное, являются самыми интуи-

тивно понятными. Их применяют для упорядочивания разных вещей даже 

люди, которые ничего не знают об алгоритмах.

Простые методы сортировки

Наша задача состоит в том, чтобы отсортировать следующие элементы.

4 6 10 1 7 9 3 2 8 5
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Следует признать, что это довольно тривиальный пример; мы имеем дело 

с числами от одного до десяти. Но такое упрощение позволит нам сосредото-

читься на логике сортировки.

Для начала мы пройдемся по всем элементам, возьмем меньший из них 

и переместим его в начало. Минимальное число равно 1, поэтому его следует 

сделать первым. Но эта позиция уже занята, поэтому нам нужно куда-то деть 

число 4, которое в ней сейчас находится; мы не можем его просто выбросить. 

Его можно поменять местами с наименьшим значением: минимум переме-

щается в самое начало, а то число, которое находилось там изначально, зани-

мает освободившуюся позицию. Таким образом из этого списка, где мини-

мум закрашен черным,

4
6 10 7 9 3 2 8 5

получается следующий,

1 6 10 4 7 9 3 2 8 5

где минимум закрашен белым, указывая на то, что он находится в правиль-

ной, упорядоченной позиции.

Теперь мы повторяем то же самое для всех чисел, кроме уже найденного 

минимума, то есть начиная со второй позиции и дальше (серые числа). На-

ходим их минимум (2) и меняем его местами с первым из неотсортирован-

ных чисел (6).

1 6 10 4 7 9 3 8 5

1 2 10 4 7 9 3 6 8 5

И снова делаем то же самое, перебирая элементы, начиная с третьей по-

зиции. Находим минимум (3) и меняем его местами с тем элементом, кото-

рый сейчас находится на третьем месте (10).

1 2
10

4 7 9 6 8 5

1 2 3 4 7 9 10 6 8 5
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Если продолжить в том же духе, число 4 останется на месте, так как оно 

уже находится в правильной позиции. Затем мы поместим в нужную пози-

цию число 5.

1 2 3 4
7

9 10 6 8

1 2 3 4 5 9 10 6 8 7

На каждом этапе у нас остается все меньше и меньше элементов, среди ко-

торых нужно искать минимальный. В конце мы найдем наименьший элемент 

из двух оставшихся, и на этом сортировка будет закончена.

Этот подход называется сортировка выбором, поскольку каждый раз 

из неотсортированных элементов выбирается минимальный и помещается 

туда, где он должен быть. Как и любой другой сортировочный алгоритм, ко-

торый мы здесь рассмотрим, сортировка выбором отлично справляется 

с элементами, у которых одинаковый порядок. Если при поиске по неотсор-

тированным элементам находится больше одного минимума, мы просто вы-

бираем любой из них, а другие найдутся на следующих этапах и будут поме-

щены рядом с ним.

Сортировка выбором —  довольно прямолинейный алгоритм. Но можно ли 

его назвать хорошим? Внимательно присмотритесь к тому, что он делает: он 

последовательно проходится по всем элементам, которые нужно отсортиро-

вать, и каждый раз пытается найти минимум среди оставшихся неотсорти-

рованных элементов. Если количество элементов n, сложность сортировки 

выбором составит O(n2). Этот подход не плохой сам по себе; такая сложность 

является приемлемой. Мы можем решать огромные задачи (то есть сортиро-

вать много элементов) за разумное количество времени.

Но дело в том, что именно по причине большого значения сортировки для 

нее были созданы другие, более быстрые алгоритмы. Сортировка выбором 

не так уж и плоха, но обычно, если у нас есть большое количество элементов, 

мы отдаем предпочтение другим, более совершенным методам. С другой сто-

роны, сортировка выбором проста для понимания, и ее легко можно реализо-

вать на компьютере эффективным образом. Поэтому она совершенно точно 

не ограничивается академическим интересом; ее действительно применяют 

на практике.

То же самое можно сказать о другом простом сортировочном алгоритме, 

который мы сейчас опишем. Как и в случае с сортировкой выбором, для его 
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понимания не нужно разбираться в компьютерах. На самом деле именно так 

многие люди сортируют свои игральные карты.

Представьте, что вы участвуете в карточной игре с десятью картами (на-

пример, вы можете играть в Румми). Вы выбираете одну карту за другой 

и сортируете их в своей руке. Допустим, карты разделены по старшинству, 

начиная с младшей.

2 3 4 5 6 7 8 9 J Q K A

На самом деле во многих играх (включая Румми) туз может быть как 

младшей, так и старшей картой, но здесь мы исходим из того, что порядок 

всегда один.

Вы начинаете с одной карты и затем получаете еще девять.

4

В качестве второй карты вам попалась шестерка.

6
4

Шестерка вполне может находиться рядом с четверкой, поэтому вы остав-

ляете ее как есть и берете следующую карту. Вам попалась двойка.

6
2

4

На этот раз, чтобы упорядочить ваши карты, вам нужно поместить двойку 

слева от четверки, то есть сместить четверку и шестерку на одну позицию 

вправо. После этого вам выпадает следующая карта, тройка.

64
3

2

Вы вставляете ее между двойкой и четверкой. Следующая карта, девятка, 

уже находится в правильной позиции.

43 6
9

2
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Дальше вам могут попасться такие карты, как 7, Q, J, 8 и 5. В конце у вас 

получится отсортированный набор.

Каждая новая карта вставляется в правильную позицию по отношению 

к предыдущей, уже упорядоченной. По этой причине данный подход назы-

вается сортировкой вставками, и он подходит для любого рода объектов, 

не только для карт.

Сортировку вставками, как и  сортировку выбором, довольно просто 

реализовать. Оказывается, она имеет ту же сложность: O(n2). Но у нее есть 

одна особенность: как вы могли видеть на примере нашей карточной игры, 

нам не нужно заранее знать элементы, которые мы сортируем. В сущности, 

мы упорядочиваем их по мере поступления. Это означает, что сортировку 

вставками можно использовать в ситуациях, когда элементы передаются 

в виде какого-то потока прямо на лету. Нам уже встречался подобный алго-

ритм при обсуждении графов на примере задачи с турниром в главе 2. Он 

называется онлайн-алгоритмом. Если нам нужно отсортировать неизвест-

ное количество элементов или мы должны предоставить упорядоченный 

список по требованию в любой момент времени, сортировка вставками —  

подходящий выбор.

Поразрядная сортировка

Давайте вернемся к Холлериту. В его табуляторах не использовалась ни сор-

тировка выбором, ни сортировка вставками. Вместо них применялся пред-

шественник метода, который до сих пор находится в употреблении, —   по-

разрядная сортировка. Если вам интересен первый в  истории пример 

автоматизированного упорядочивания данных, уделите некоторое время, 

чтобы понять, как это работает. Интересно также то, что при сортировке дан-

ным методом не происходит сравнения упорядочиваемых элементов друг 

с другом. По крайней мере, не полностью (подробнее об этом чуть ниже). 

Кроме того, поразрядная сортировка представляет не только исторический 

интерес, так как она до сих пор прекрасно работает. Кому не понравится по-

чтенный, но в то же время практичный алгоритм?

Проще всего поразрядную сортировку проиллюстрировать на примере 

все тех же игральных карт. Представьте, что у вас есть полная перетасован-

ная колода, и вы хотите ее отсортировать. Чтобы это сделать, колоду можно 

разделить на 13 стопок, по одной для каждого достоинства. Мы проходимся 

по колоде, выбираем по одной карте и кладем ее в соответствующую стопку. 
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У нас получится 13 стопок по четыре карты в каждой: одна со всеми тузами, 

другая со всеми двойками и т. д.

A 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K

Затем мы собираем все стопки вместе, размещая каждую следующую 

снизу. Таким образом у нас в руках окажется полная, частично отсортиро-

ванная колода. Первые четыре карты будут тузами, следующие четыре будут 

двойками и так далее вплоть до королей.

Теперь создадим четыре новых стопки, по одной для каждой масти. Мы 

пройдемся по всем картам, откладывая каждую из них в соответствующую 

стопку. У нас получится четыре стопки. Поскольку достоинства уже были от-

сортированы, в каждой стопке окажутся карты одной масти, упорядоченные 

по старшинству.

A A A A

Чтобы закончить сортировку, остается просто собрать карты стопка 

за стопкой.

Это основная идея поразрядной сортировки. Мы не сравнивали все карты 

между собой. Сравнение было частичным: сначала по достоинству, затем 

по масти.

Конечно, если бы поразрядная сортировка годилась только для карт, она 

не стоила бы нашего внимания. Давайте посмотрим, как она работает с це-

лыми числами. Представьте, что у нас есть следующий набор значений.

926 742 151 612 961 162 261 760 639 532 364

165 970 412 417 855 245 317 568 812 709 787

496 5 97 577 845 53 274 590 840 981 686

Следует позаботиться о том, чтобы все числа имели одинаковое количе-

ство разрядов. Поэтому при необходимости добавляем слева ноли, превращая 
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5 в 005, 97 в 097 и 53 в 053. Перебираем все наши числа и разделяем их на де-

сять групп по крайней справа цифре.

760

970

590

840

151

961

261

981

742

612

162

532

412

812 053

364

274

165

855

245

005

845

926

496

686

417

317

787

097

577 568

639

709

Мы сделали числа чуть светлее, чтобы сигнализировать о том, что они ча-

стично упорядочены; в каждой группе находятся значения с одним и тем же 

младшим разрядом. В первой группе числа заканчиваются на ноль, во вто-

рой — на один, а в последней —  на девять. Мы собираем эти десять групп, 

двигаясь слева направо и добавляя каждую следующую снизу от предыдущей 

(числа в группах ни в коем случае не должны перемешаться). Затем мы разде-

ляем их на десять других групп, используя вторую цифру справа. Получится 

следующее.

005

709

612

412

812

417

317 926

532

639

840

742

245

845

151

053

855

760

961

261

162

364

165

568

970

274

577

981

686

787

590

496

097

На этот раз все числа в первой группе имеют одинаковый предпослед-

ний разряд, равный нолю; во второй группе предпоследняя цифра равна 1, 

то же самое с остальными группами. В то же время числа в каждой группе уже 
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отсортированы по последнему разряду, так как именно это мы сделали, когда 

объединили их на первом этапе.

Снова собираем группы и перераспределяем числа, на этот раз используя 

третий разряд справа.

005

053

097

151

162

165

245

261

274

317

364

412

417

496

532

568

577

590

612

639

686

709

742

760

787

812

840

845

855

926

961

970

981

Теперь элементы в каждой группе начинаются с одной и той же цифры; 

при этом они отсортированы по второму и третьему разрядам (второй и пер-

вый этапы). Чтобы закончить сортировку, достаточно объединить группы 

в последний раз.

Поразрядная сортировка подходит для слов, любых алфавитно-цифровых 

символов и целых чисел. В информатике последовательность алфавитно-ци-

фровых символов называется строкой. Этот подход работает со строками; 

строка может состоять из цифр, как в нашем примере, но необязательно. Ко-

личество групп для алфавитно-цифровых строк равно количеству букв в ал-

фавите (например, 26 для английского алфавита), но проводимые операции 

будут точно такими же. Отличительная сторона поразрядной сортировки со-

стоит в том, что строки всегда воспринимаются в качестве алфавитно-цифро-

вых последовательностей, а не чисел, даже если они состоят из одних цифр. 

Если еще раз взглянуть на наш пример, можно заметить, что нас не интере-

совали конкретные значения; каждый раз мы работали с отдельным разря-

дом числа. Точно так же мы извлекали бы символы из слова, двигаясь справа 

налево. Вот почему этот подход еще называют методом сортировки строк.

Но не думайте, что среди всех представленных здесь методов сортировки 

только поразрядный умеет упорядочивать строки. Все они могут это делать. 

Главное, чтобы сами символы, из которых эти строки состоят, могли быть 

упорядочены. Компьютер воспринимает человеческие имена как строки, 

поэтому их можно сортировать, ведь буквы могут быть расставлены в ал-

фавитном порядке, а  имена можно сравнивать лексиграфически. Назва-

ние «сортировка строк» связано с тем, что поразрядная сортировка работает 

со всеми ключами как со строками, даже с числами. Другие методы, пред-

ставленные в этой главе, разделяют понятия чисел и строк и сравнивают их 
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соответствующим образом. В наших примерах цифровые ключи использу-

ются сугубо для удобства.

Поразрядную сортировку делает эффективной тот факт, что она обра-

батывает элементы цифра за цифрой (или символ за символом). Если нам 

нужно упорядочить n элементов, каждый из которых состоит из w цифр или 

символов, сложность алгоритма составит O(wn). Это намного лучше, чем 

сложность O(n2), присущая сортировке выбором и вставками.

Таким образом мы снова возвращаемся к табуляторам. Табулятор работал 

похожим образом, сортируя перфорированные карты. Представьте, что у вас 

есть набор карт по десять столбцов в каждой. Отверстия в каждом столбце обо-

значают цифру. Устройство способно распознавать эти дыры и тем самым опре-

делять соответствующие значения. Оператор кладет карты в табулятор, а тот 

распределяет их по десяти выходным корзинам в зависимости от последнего 

столбца, то есть младшего разряда. Оператор собирает карты из корзин, стара-

ясь не перемешать их никоим образом, и затем снова подсовывает их устройству, 

которое на этот раз распределяет их по выходным корзинам на основе предпо-

следнего столбца —  разряда, который находится перед младшим. Повторив этот 

процесс десять раз, оператор собирает упорядоченный набор карт. Вуаля!

Быстрая сортировка

Представьте, что у нас есть группа детей, которые бегают по двору (возможно, 

школьному), и вы хотите выстроить их в ряд от самого низкого до самого вы-

сокого. Сначала мы просим их построиться в любом порядке на их выбор. Вот 

что получается.

Теперь выбираем ребенка наугад.
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Мы просим детей, которые ниже выбранного ребенка, стать слева от него, 

а всех остальных —  справа. На следующей диаграмме показано, где в итоге 

оказался выбранный ребенок; вы можете видеть, что дети, которые выше его, 

находятся справа, а те, которые ниже —  слева.

Мы не  просили детей построиться в  правильном порядке. Они всего 

лишь переместились относительно выбранного нами ребенка. У нас получи-

лось две группы: слева и справа. Дети в этих группах не выстроены по росту. 

Но мы точно знаем, что один ребенок (тот, которого мы выбрали) уже нахо-

дится в правильной позиции в том ряду, который мы хотим сформировать. 

Все дети по левую сторону ниже его, а по правую —  как минимум такого же 

роста или выше. Назовем выбранного нами ребенка точкой вращения, так 

как все остальные дети будут перемещаться относительно него.

Чтобы вам было легче ориентироваться, мы станем закрашивать детей, ко-

торые уже находятся в правильной позиции, белым. Точка вращения, которую 

мы выбираем, выделим черным; после перемещения остальных детей мы на-

рисуем небольшую черную «шляпку», чтобы обозначить итоговую позицию 

точки вращения (ее закрасим белым, поскольку она уже в правильной пози-

ции, с черным верхом, который сигнализирует о выполненном перемещении).

Теперь сосредоточимся на одной из двух групп —  например, на левой. 

Опять выбираем наугад точку вращения в этой группе.

Мы просим детей в этой группе сделать то же, что и раньше: переме-

ститься влево от выбранного ребенка, если они ниже его, или вправо, если 

нет. Как видно ниже, у нас опять получилось две группы поменьше. Одна 

из них состоит из одного ребенка, который, очевидно, находится в правиль-

ной позиции. Остальные дети находятся справа от второй точки вращения. 

Вторая точка тоже находится в нужном месте: все дети, которые ниже ростом, 



 СОРТИРОВКА  87

находятся слева, а остальные справа. Эта вторая группа охватывает всех де-

тей вплоть до первой точки вращения. Выбираем в ней третью точку.

После того как мы скажем детям переместиться по тому же принципу, 

в зависимости от того, какой у них рост по сравнению с третьей точкой вра-

щения, у нас получится еще две группы меньшего размера. Сосредоточимся 

на той, которая находится слева. Делаем то же, что и раньше. Выбирает точку 

вращения, уже четвертую по счету, и просим трех детей в этой группе постро-

иться вокруг нее.

Когда они это сделают, точка вращения окажется первой в этой группе 

из трех детей; у нас остается группа по правую сторону, в которую входят два 

ребенка. Выбираем одного из них в качестве точки вращения, и другой ребе-

нок при необходимости переместится вправо относительно нее.

Оказывается, детям уже не нужно никуда двигаться. Итак, нам удалось 

выстроить примерно половину детей; у нас остается две группы, которые мы 

покинули при работе с предыдущими точками вращения. Вернемся к первой 

из них (той, что слева), выберем точку вращения и повторим весь процесс.
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И снова не потребовалось никаких перемещений, поэтому мы берем по-

следнюю группу неупорядоченных детей и выбираем точку вращения.

Справа у нас получилась группа из одного ребенка, а слева —  из двух. Бе-

рем левую группу и выбираем одного из двух детей в качестве точки враще-

ния.

Вот и все. Все дети выстроены по росту.

Давайте подведем итоги того, что мы только что сделали. Мы упорядочили 

всех детей, выбирая по одному ребенку и размещая его в правильной пози-

ции. Для этого нам было достаточно попросить остальных детей выстроиться 

относительно него. Это всегда работает, и, конечно же, не только с детьми, 

но с любыми объектами, которые нужно отсортировать. Если необходимо 

упорядочить набор чисел, мы можем выполнить аналогичный процесс, выби-

рая произвольное число и группируя остальные числа вокруг него так, чтобы 

меньшие оказались перед ним, а остальные за ним. То же самое повторяется 

в группах меньшего размера, которые у нас получились; в итоге все числа ока-

жутся упорядоченными. Это процесс, лежащий в основе быстрой сортировки.

Быстрая сортировка основана на  следующем наблюдении: если нам 

удастся расположить один элемент в правильной позиции относительно всех 

остальных (какой бы она ни была) и затем повторить то же самое для каж-

дого оставшегося элемента, все элементы в итоге окажутся в правильных 
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позициях. Если вспомнить сортировку выбором, там мы тоже брали каждый 

элемент и перемещали его в нужное место относительно остальных, но этот 

элемент всегда был наименьшим из тех, что остались. Это ключевое отличие: 

в быстрой сортировке точка поворота не должна быть минимальным элемен-

том среди оставшихся. Давайте посмотрим, что получится, если все же выби-

рать минимум.

Если снова начать с той же группы детей, точкой вращения будет самый низ-

кий ребенок. Он перейдет в начало шеренги, а все остальные окажутся за ним.

Затем мы выберем самого низкого ребенка из оставшихся и сделаем его 

вторым. Все остальные опять окажутся справа от него.

Повторим то же самое с третьим ребенком и получим следующее.

Обратите внимание на то, как сильно это напоминает сортировку выбо-

ром: шеренга выстраивается слева направо путем отбора самого низкого ре-

бенка из оставшихся.

Теперь мы видим, что в качестве точки вращения не следует выбирать ми-

нимальный элемент. Во-первых, это требует определенных усилий: каждый раз 

нам приходится искать наименьшее значение. Во-вторых, этот метод похож 

на уже известный нам алгоритм, поэтому использовать его нет особого смысла.

На самом деле быстрая сортировка лучше сортировки выбором, потому 

что «обычно» (вскоре мы увидим, что это означает) выбираемая нами точка 



90  ГЛАВА 4

вращения разделяет данные более равномерно. Выбор минимального эле-

мента приводит к самому неравномерному распределению: все данные ухо-

дят вправо, а слева ничего не остается. Таким образом, на каждом этапе мы 

перемещаем только саму точку вращения.

При более равномерном распределении перемещается не только выбран-

ный нами элемент. Правильные позиции относительно него занимают все 

элементы, которые оказываются слева. Конечно, речь не идет об их окон-

чательных позициях, но в целом они находятся в лучшем положении, чем 

раньше. Таким образом один элемент оказывается в  идеальной позиции, 

а остальные улучшают свое положение.

Это оказывает важное влияние на производительность быстрой сорти-

ровки: ее ожидаемая сложность составляет O(nlgn), что намного лучше, чем 

O(n2). Если мы хотим отсортировать 1 миллион элементов, O(n2) понадобится 

1012 (триллион) операций, а O(nlgn) —  около 20 миллионов.

Все зависит от выбора правильной точки вращения. Не следует каждый 

раз искать такие точки, которые разделяют наши данные оптимальным об-

разом; это лишь усложнило бы весь процесс. Вместо этого лучше положиться 

на волю случая. Просто выберите произвольный элемент и используйте его 

для разделения данных.

Чтобы показать, что это хорошая стратегия, давайте сначала объясним, 

почему ее нельзя назвать плохой. Плохая стратегия ведет себя так, как мы 

только что видели: когда быстрая сортировка вырождается в сортировку вы-

бором. Это происходит, если на каждом этапе выбирать такую точку враще-

ния, которая в действительности не разделяет элементы. Например, мы мо-

жем каждый раз выбирать наименьший или наибольший элемент (результат 

будет один и тот же). Общая вероятность этого равна 2n-1/n!.

Вероятность вида 1/n! сложно себе представить, так как она крайне низкая. 

Для сравнения: если взять колоду с 52 игральными картами и перетасовать ее 

случайным образом, вероятность того, что она окажется упорядоченной, со-

ставляет 1/52!. Это примерно то же самое, что получить решку 226 раз подряд 

при подкидывании монеты. Если умножить это на 2n-1, мало что поменяется. 

251/52! равно примерно 2,8×10–53. Если взглянуть на это с точки зрения косми-

ческих величин, наша планета состоит где-то из 1050 атомов. Если вы с вашим 

другом выберете по одному случайному атому, вероятность того, что это ока-

жется один и тот же атом, будет равна 10–50, что на самом деле больше, чем ве-

роятность патологической быстрой сортировки колоды карт (251/52!).

Это объясняет, почему «обычно» мы разделяем данные более равно-

мерно. Если не брать во внимание полосу невезения космических масштабов, 



 СОРТИРОВКА  91

не стоит волноваться о том, что на каждом этапе будет выбрана худшая точка 

вращения из всех возможных. Наши шансы довольно неплохие: сложность 

O(nlgn) получается при выборе точек вращения случайным образом. Конечно, 

теоретически нам может не повезти, но вероятность этого представляет разве 

что академический интерес. На практике быстрая сортировка будет работать 

настолько хорошо, насколько можно ожидать.

Быстрая сортировка изобретена в 1959–1960 годах британским ученым 

Тони Хоаром, который специализировался в области информатики. Это, на-

верное, самый популярный алгоритм сортировки на сегодня, потому что, 

если его правильно реализовать, он превосходит все остальные. Это также 

первый из рассмотренных нами алгоритмов, который демонстрирует не со-

всем детерминированное поведение. Он всегда сортирует правильно, но мы 

не можем гарантировать, что у него всегда будет одинаковая производи-

тельность. Тем не менее вероятность того, что он поведет себя патологи-

ческим образом, крайне мала. Это важная концепция, которая подводит 

нас к теме так называемых вероятностных алгоритмов, которые исполь-

зуют в своей работе элемент случайности. Это может показаться нелогич-

ным, ведь алгоритмы должны быть детерминированными, послушными су-

ществами, которые четко следуют инструкциям, расставленным в заранее 

определенном порядке. И все же в последние годы можно наблюдать рас-

цвет вероятностных алгоритмов. Оказывается, элемент случайности помо-

гает решать задачи, с которыми не получается справиться более стандарт-

ными способами.

Сортировка слиянием

Мы уже рассматривали поразрядную сортировку, которая фактически упоря-

дочивает элементы, распределяя их на каждом этапе по подходящим группам. 

Теперь же мы познакомимся с еще одним методом, который вместо разделе-

ния элементов сливает их вместе. Речь идет о сортировке слиянием.

Сортировка слиянием изначально исходит из того, что ее возможности 

ограничены. Она не пытается упорядочивать элементы, которые вообще ни-

как не организованы. Вместо этого она занимается объединением двух групп 

элементов, каждая из которых уже отсортирована.

Представьте, к примеру, что наши элементы разделены на два ряда (в этом 

примере каждая группа состоит из одинакового количества элементов, но это 

вовсе не обязательно).
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15 27 59 82 95

21 35 51 56 69

Как видите, каждый ряд уже отсортирован. Мы хотим их объединить, 

чтобы создать единую упорядоченную группу. Это очень просто. Мы сравни-

ваем первые элементы каждой группы. В нашем случае число 15 меньше, чем 

21, поэтому с него будет начинаться третья группа.

27 59 82 95

21 35 51 56 69

15

Снова проверяем первые элементы в двух группах. На этот раз 21 из вто-

рой группы меньше, чем 27 из первой. Поэтому мы берем число 21 и добав-

ляем его в третью группу.

27 59 82 95

35 51 56 69

15 21

Продолжим в том же духе. Возьмем 27 из первой группы и 35 из второй 

и добавим их в конец третьей.

59 82 95

51 56 69

15 21 27 35

Теперь 51 меньше 59 и 56 меньше 59. Поскольку число 35 уже попало в ко-

нец третьей группы, получается, что мы выбрали из второй группы три эле-

мента подряд. Это нормально, поскольку таким образом мы упорядочиваем 

элементы в третьей группе. Первые две группы вовсе не должны уменьшаться 

одинаковыми темпами.
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59 82 95

69

15 21 27 35 51 56

Возвращаемся к первой группе. Число 59 меньше, чем 69, поэтому добав-

ляем его в третью группу.

82 95

69

15 21 27 35 51 56 59

После перемещения 69 вторая группа полностью исчерпывается.

82 95

15 21 27 35 51 56 59 69

В конце мы перемещаем оставшиеся элементы первой группы в третью —  

они точно больше последнего перемещенного элемента, иначе мы их уже пе-

реместили бы. Итак, наши элементы полностью отсортированы.

15 21 27 35 51 56 59 69 82 95

Это хорошо, что мы можем получить единую упорядоченную группу 

из двух отдельных, но как это поможет нам отсортировать список неупорядо-

ченных элементов? Действительно, никак. Тем не менее это важный аспект 

общего решения.

Представьте, что у вас есть группа людей. Мы поручаем одному человеку 

отсортировать набор элементов. Этот человек не  знает, как сортировать, 

но зато он умеет объединять два набора отсортированных элементов в ито-

говый упорядоченный набор. Поэтому он разделяет набор элементов на две 

части и передает их двум другим людям. Каждому из них он говорит следую-

щее: «Возьми эти элементы, отсортируй их и верни мне».

Первый человек не умеет сортировать, но если два других упорядочат эле-

менты, которые им доверили, и вернут их ему, он сможет составить из них 
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итоговый отсортированный набор. Проблема в том, что два других человека 

знают о сортировке не больше первого: они могут лишь объединять уже упо-

рядоченные наборы с помощью алгоритма слияния. Так чего же мы этим до-

бились?

На самом деле мы решили задачу, если исходить из того, что все люди 

в группе делают одно и то же: разделяют полученные элементы на две части, 

делегируют их двум другим людям, затем ждут, когда те завершат свою ра-

боту и вернут два отсортированных набора.

Это выглядит как перекладывание ответственности из рук в руки, но да-

вайте посмотрим, что произойдет, если применить данный метод к нашему 

примеру. Вначале у нас есть числа 95, 59, 15, 27, 82, 56, 35, 51, 21 и 79. Мы от-

даем их Элис (A), которая разделяет их на две части и передает Бобу (B) и Кэ-

рол (C). Это можно наблюдать на первом уровне перевернутого дерева, пред-

ставленного ниже.

A: 95, 59, 15, 27, 82, 56, 35, 51, 21, 79

B: 95, 59, 15, 27, 82

D: 95, 59, 15

H: 95, 59

P: 95 Q: 59

I: 15

E: 27, 82

J: 27 K: 82

C: 56, 35, 51, 21, 79

F: 56, 35, 51

L: 56, 35

R: 56 S: 35

M: 51

G: 21, 79

N: 21 O: 79

Затем Боб разделяет свои числа на две части и передает их Дейву (D) 

и Иви (E). Тем временем Кэрол разделяет свои числа между Фрэнком (F) 

и Грейс (G). Ответственность продолжает передаваться из рук в руки. Дейв 

разделяет числа между Хайди (H) и Иваном (I); Иви распределяет свои два 

числа между Джуди (J) и Карен (K); Фрэнк и Грейс передают элементы Лео 

(L) и Мэллори (M) и, соответственно, Нику (N) и Оливии (O). В конце Хайди 

разделяет свою пару между Пегги (P) и Квентином (Q), а Leo —  между Робер-

том (R) и Сибил (S).

Тем, кто находится на листьях дерева, не остается никакой работы. Пегги 

и Квентин получили по одному числу и теперь должны выполнить сортировку. 

Но одно число уже и так упорядочено по определению: оно находится в пра-

вильном положении относительно самого себя. Поэтому Пегги и Квентин 

просто возвращают свои числа Хайди. То же самое делают Иван, Джуди, Ка-

рен, Роберт, Сибил, Мэллори и Оливия.
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Теперь давайте перейдем к трем сортировщикам на следующей странице. 

В этом дереве мы двигаемся от листьев, расположенных сверху, к корню, ко-

торый находится внизу (мы перевернули диаграмму, чтобы она больше по-

ходила на нормальное дерево). Давайте сосредоточимся на Хайди. Она по-

лучает обратно два числа, каждое из которых (само собой) отсортировано. 

Хайди знает, как объединить две группы упорядоченных чисел в одну, по-

этому она получает набор 59, 95. Затем она возвращает его Дейву. То же самое 

делает и Лео: он получил числа 35 и 56, которые уже (сами собой) отсорти-

рованы, поэтому он объединяет их в упорядоченный набор 35, 56 и возвра-

щает Фрэнку.

Дейв, который сначала не знал, что делать с числами 95, 59, 15, получил 

набор 59, 95 от Хайди и 15 от Ивана. Оба эти набора уже отсортированы, по-

этому Дейв может их объединить в 15, 59, 95. Точно так же Фрэнк, получив 

35, 56 от Лео и 51 от Мэллори, может вернуть 35, 51, 56.

A: 15, 21, 27, 35, 51, 56, 59, 79, 82, 95

C: 21, 35, 51, 56, 79

G: 21, 79

O: 79N: 21

F: 35, 51, 56

M: 51L: 35, 56

S: 35R: 56

B: 15, 27, 59, 82, 95

E: 27, 82

K: 82J: 27

D: 15, 59, 95

I: 15H: 59, 95

Q: 59P: 95

Если все продолжат в том же духе, то к моменту, когда очередь дойдет 

до Элис, останется два отсортированных списка: один от Кэрол, а другой 

от Боба. Элис объединит их в итоговый упорядоченный список.

Эти два дерева лежат в основе сортировки слиянием. Упорядочивание де-

легируется настолько, насколько это возможно, вплоть до того, что его во-

обще не нужно проводить, поскольку отдельные элементы и так упорядо-

чены сами по себе. Затем мы «сливаем» все большие и большие наборы, пока 

не объединим все элементы в финальный отсортированный список.

Каждый из участников должен обладать лишь минимальными умениями. 

Вы можете видеть, что в первом дереве Иви получила от Боба набор чисел, ко-

торые оказались уже упорядоченными: 27, 82. Но это неважно. Она не при-

нялась проверять, в каком порядке они находятся, и мы не хотели, чтобы она 

тратила на это время. Она просто разделила эти числа и передала их дальше. 

Позже она получила их обратно и создала тот же набор, который у нее был 



изначально. Это нормально; такое бессмысленное па-де-труа в исполнении 

Иви, Джуди и Карен не оказало особого влияния на производительность ал-

горитма.

Сложность сортировки слиянием не  хуже, чем у  быстрой сортировки, 

O(nlgn). Это означает, что у нас есть два алгоритма с одинаковой производи-

тельностью. На практике программисты руководствуются в своем выборе до-

полнительными факторами. Программы с быстрой сортировкой обычно ра-

ботают быстрее программ на основе сортировки слиянием, потому что они 

лучше реализованы на конкретном языке программирования. В сортировке 

слиянием данные сначала разделяются, а затем объединяются; это означает, 

что этот процесс можно распараллелить так, чтобы огромные объемы инфор-

мации сортировались в компьютерном кластере. В этом случае каждый ком-

пьютер играет роль отдельного сортировщика.

Этот подход появился вместе с первыми компьютерами. Его автором яв-

ляется американец венгерского происхождения, Янош Лайош Нейман, более 

известный под своим американским именем, Джон фон Нейман (1903–1957). 

В 1945 году он написал от руки 23-страничный документ, посвященный од-

ному из первых цифровых компьютеров, EVDAC (Electronic Discrete Variable 

Automatic Computer). Вверху первой страницы было написано карандашом 

(и позже стерто) «СОВЕРШЕННО СЕКРЕТНО», так как в 1945 году работу над 

компьютерами тесно связывали с военными и поэтому засекретили. Темой 

документа стало нечисленное применение компьютеров: сортировка. Метод, 

описанный фон Нейманом, позже стал известен как сортировка слиянием.
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PAGERANK

Если вы достаточно молоды, слова HotBot, Lycos, Excite, AltaVista и Infoseek мо-

гут ничего для вас не значить. Но даже если вы о них слышали, то, наверное, 

не как о поисковых системах. Тем не менее какое-то время назад все они бо-

ролись за наше внимание, пытаясь стать нашим окном в Интернет.

Но это дела уже давно минувших дней, так как на рынке поисковых си-

стем сейчас доминируют Google от Aphabet и Bing от Microsoft. Появление 

множества конкурирующих решений на новом рынке и их последующая кон-

солидация —  привычное явление во многих отраслях. Однако рынок поиско-

вых систем примечателен тем, что большое влияние на его развитие оказал 

успех Google, ставший возможным благодаря алгоритмам, которые разрабо-

тали основатели этой компании. Ларри Пейдж и Сергей Брин, получившие 

свои докторские степени в Стэндфордском университете, назвали изобретен-

ный ими алгоритм PageRank (в честь Пейджа, а не от слов page и rank, как 

можно было бы подумать).

Прежде чем приступать к описанию PageRank, необходимо понять, чем 

именно занимаются поисковые системы. В действительности ответ состоит 

из двух частей. Во-первых, они обходят Интернет, читая и индексируя все веб-

страницы, которые им встречаются. Таким образом, когда вы вводите свой 

запрос, поисковая система анализирует уже сохраненные ею данные и нахо-

дит то, что вы ищете. Например, если ввести «изменение климата», система 

пройдется по данным, которые она насобирала, и выдаст веб-страницы, со-

держащие эти ключевые слова.

Если наш поисковый запрос относится к популярной теме, результатов 

может быть огромное множество. На момент написания этой книги запрос 

«изменение климата» в Google выдает более 700 миллионов результатов; ко-

гда вы будете читать эти строки, цифры могут быть другими, но вы можете 

себе представить, о каких масштабах идет речь. Это подводит нас ко вто-

рой составляющей того, чем занимаются поисковые системы. Они должны 



98  ГЛАВА 5

представить результаты поиска таким образом, чтобы они выводились в по-

рядке их актуальности: сначала должны идти страницы, которые имеют са-

мое прямое отношение к нашему запросу, а затем то, что может нас не заин-

тересовать. Если вам интересны факты, связанные с изменением климата, 

в числе первых результатов следует ожидать страницы, принадлежащие ООН, 

NASA или «Википедии». Вы, наверное, удивились бы, увидев в качестве пер-

вого результата веб-страницу с описанием того, что на эту тему думают члены 

Общества плоской Земли. Из тех сотен миллионов страниц, которые могут 

относиться к вашему запросу, многие окажутся малоинформативными или 

слишком многословными, но при этом содержащие сущую чепуху. Очевидно, 

вам захочется сосредоточиться на достоверной информации, которая отно-

сится к делу.

Когда на сцене появилась поисковая система Google (автор родился до-

статочно давно, чтобы застать этот момент), люди (включая автора) стали 

переходить на нее с более старых и уже несуществующих систем, так как она 

выдавала лучшие результаты и делала это быстрее. На руку компании Google 

сыграло и то, что ее веб-страница была простой и содержала только нужную 

информацию, хотя в то время зачастую использовали всевозможные брос-

кие элементы. Второй фактор оказался весьма поучительным (в Google по-

нимали, что пользователям нужны качественные и быстрые поисковые ре-

зультаты, а не всякие прибамбасы), но мы сосредоточим наше внимание 

на первом. Как Google удалось превзойти конкурентов по качеству результа-

тов и скорости их выдачи?

Если бы Интернет был небольшим, мы могли бы поручить группе редак-

торов составить его каталог и назначить его записям (веб-страницам) раз-

ные степени важности. Но масштаб Интернета делает такой подход невоз-

можным, хотя попытки этого предпринимались, пока не стало очевидно, что 

это непосильная задача.

Интернет состоит из веб-страниц, связанных между собой так называе-

мыми гиперссылками; текст, содержащий перекрестные ссылки на другие 

свои участки или внешние документы, называется гипертекстом. Понятие 

гипертекста предшествовало появлению Всемирной паутины. Описание си-

стемы для организации знаний путем взаимного связывания документов 

впервые предложил американский инженер Вэнивар Буш в 1945 году в жур-

нале Atlantic. Всемирную паутину, или просто веб, как ее позже начали назы-

вать, разработал британский ученый в области информатики Тим  Бернерс-Ли 

в  1980-х. Бернерс-Ли работал в  CERN, Европейской организации по  ядер-

ным исследованиям, рядом с Женевой, Швейцария, и хотел создать систему, 
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которая помогла  бы ученым обмениваться документами и  информацией. 

Они могли делать свои документы доступными онлайн и ссылаться в них 

на другие документы, тоже доступные онлайн. Веб начал и до сих пор про-

должает развиваться естественным образом за счет того, что люди добавляют 

новые веб-страницы. Авторы этих страниц добавляют ссылки на существую-

щие страницы, которые имеют к ним какое-то отношение.

Представьте, что вы написали и разместили онлайн статью, в которой 

проводится краткий обзор эффектов изменения климата в  вашей стране. 

Было бы неплохо, если бы читатель мог перейти на веб-страницу, которая, 

по вашему мнению, является достоверным источником на данную тему. По-

этому вы добавили в свою статью соответствующую ссылку. Таким образом 

вы помогаете своим читателям, позволяя им ознакомиться с более глубоким 

материалом, и в то же время делаете собственную работу более солидной, 

подкрепляя свои утверждения информацией с веб-страницы, которой дове-

ряете.

Но есть много других людей, которые тоже пишут статьи об эффектах 

изменения климата в своих странах или регионах. И все они тоже хотят со-

слаться на достоверный, по их мнению, источник. Таким образом все эти он-

лайн-статьи будут содержать гиперссылки, указывающие на подходящие ис-

точники информации.

Причина, по которой NASA может выводиться на первом месте при по-

иске «изменения климата», связана с тем, что множество авторов, пишущих 

собственные статьи, решили разместить у себя гиперссылку на веб-страницу 

NASA, посвященную этой теме. Авторы приняли это решение независимо 

друг от друга, но многие из них, скорее всего, сослались на одну и ту же стра-

ницу (например, на страницу веб-сайта NASA). Поэтому данную страницу ло-

гично считать важной по отношению к другим веб-страницам.

Вся система работает по принципу демократии. Авторы одних веб-стра-

ниц ссылаются на другие. Чем больше ссылок указывает на страницу, тем бо-

лее важной она считается, тем больше причин на нее сослаться, и тем важнее 

она в итоге становится.

Но у этого подхода есть одно концептуальное отличие от того, как мы 

практикуем демократию. Не все написанные статьи равны. Некоторые из них 

публикуются на более престижных веб-сайтах, чем другие. Статья в блоге, 

прочитанная горсткой людей, имеет меньший вес, чем статья в онлайн-из-

дании с сотнями тысяч читателей. Из этого следует, что для оценки важно-

сти веб-страницы следует учитывать не только количество ссылок, которые 

на нее ведут. Большую роль также играет то, кто именно на нее ссылается. 



Вся система работает 
по принципу демократии. 
Авторы одних веб-страниц 
ссылаются на другие. Чем 
больше ссылок указывает 
на страницу, тем важнее она 
в итоге становится.
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Было бы разумно предположить, что ссылка в престижном издании является 

более весомой, чем ссылка, размещенная на малоизвестном сайте. Конечно, 

не стоит судить книгу по обложке, но одобрение от выдающегося автора зна-

чит больше, чем положительный отзыв неизвестного рецензента. Каждая 

ссылка —  это своего рода одобрение, выраженное одной страницей в отно-

шении к другой, и весомость этого одобрения зависит от статуса его автора. 

В то же время, если страница ссылается на множество других источников, ее 

одобрение должно быть поделено между ними.

Набор страниц, связанных гиперссылками, составляет огромный граф, 

содержащий миллиарды страниц и еще большее количество ссылок между 

ними. Каждая веб-страница выступает узлом этого графа. Каждая ссылка 

из одной страницы на другую является направленным ребром. Фундамен-

тальной особенностью PageRank было то, что по  причинам, которые мы 

только что описали, структуру этого веб-графа можно использовать для опре-

деления важности каждой веб-страницы. Если быть более точным, каждой 

странице присваивается число —  рейтинг, который определяет, насколько 

она важна относительно других веб-страниц. Чем важнее страница, тем выше 

ее рейтинг. Алгоритм PageRank применяет этот принцип в грандиозных мас-

штабах —  в графе, который представляет весь веб.

Основные принципы

Зайдя на  любую веб-страницу, можно увидеть ссылки на  другие ресурсы, 

имеющие какое-то отношение к текущему. Само наличие ссылки говорит 

о важности веб-страницы, на которую он ведет, иначе автор просто не доба-

вил бы ее на свой сайт. Взгляните на следующий граф, представляющий не-

большой набор веб-страниц, ссылающихся друг на друга.

1 2

3

4 5
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Ссылки такого графа, указывающие на веб-страницы, называются обрат-

ными; поэтому мы будем также называть обратными ссылками страницы, 

на которых они размещены. Таким образом, обратные ссылки веб-страницы 3 

являются ребрами, которые ведут к ней (входными ребрами), а также узлами, 

из которых они исходят: веб-страницы 2, 4 и 5. В этой главе нас интересуют 

графы, состоящие из веб-страниц, поэтому термины «узел» и «страница» бу-

дут взаимозаменяемыми.

Мы создадим алгоритм для определения важности каждой веб-страницы, 

основанный на следующих двух принципах.

1. Важность веб-страницы зависит от  важности тех страниц, которые 

на нее ссылаются, то есть от важности ее обратных ссылок.

2. Веб-страница разделяет свою важность поровну между страницами, 

на которые она ссылается.

Представьте, что нам нужно определить важность страницы 3. Мы знаем, 

что у нее есть обратные ссылки 2, 4 и 5. Возьмем по очереди каждую из них 

и предположим, что нам известна их важность. Страница 2 разделяет свою 

важность между страницами 3 и 5; следовательно, странице 3 отводится 

только половина. Страница 4 тоже разделяет свою важность между двумя 

страницами, 3 и 1, поэтому странице 3 достается половина ее важности. Нако-

нец, страница 5 разделяет свою важность между страницами 2, 3 и 4, поэтому 

страница 3 получает треть ее важности. Чтобы не быть слишком многослов-

ными, обозначим важность страницы i как r(P
i
); r от слова rank («рейтинг»). 

Таким образом, страница 3 будет иметь следующую важность.

r P
r P r P r P

( )
( ) ( ) ( )

3
2 4 5

2 2 3= + +

В целом, если нам нужно узнать важность определенной веб-страницы, 

и при этом нам уже известна важность всех ее обратных ссылок, процесс бу-

дет довольно простым: важность каждой обратной ссылки нужно разделить 

на количество веб-страниц, на которые она ссылается, и сложить все полу-

ченные результаты.

Вычисление важности —  это своего рода конкурс, на котором веб-стра-

ницы голосуют друг за друга. Каждая страница имеет голос определенного 

веса, который она может отдать за важные, по ее мнению, ресурсы. Если она 

считает важной только один ресурс, ему достается весь ее голос. Если таких 
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ресурсов несколько, часть голоса достается каждому из  них. Таким обра-

зом, если веб-страница хочет проголосовать за три важных ресурса, каждый 

из них получит одну треть ее голоса. Каким ресурсам должна отдать свой го-

лос веб-страница? Тем, на которые ведут ее гиперссылки, то есть тем, на ко-

торые она ссылается. И чем определяется важность веб-страницы? Важно-

стью ее обратных ссылок.

Эти два принципа придают ранжированию веб-страниц ауру демокра-

тичности. Нет какой-то одной стороны, которая определяет, что важно, а что 

нет. Важность веб-страницы зависит от ресурсов, которые на нее ссылаются, 

и эти ресурсы голосуют своими ссылками. Но, в отличие от настоящих выбо-

ров в большинстве стран мира, не все участники имеют одинаковые голоса. 

Голос веб-станицы зависит от ее значимости, которая, опять-таки, определя-

ется другими веб-страницами.

Это может показаться казуистикой, так как для определения важности 

веб-страницы нам фактически нужно определить важность ее обратных ссы-

лок. Если следовать тому же принципу, то важность каждой обратной ссылки 

определяется важностью ее собственных обратных ссылок. Этот процесс мо-

жет продолжаться сколько угодно, и в итоге мы так и не узнаем, как вычис-

лить значимость веб-страницы, с которой все началось. Что еще хуже, мо-

жет обнаружиться, что мы ходим по кругу. В нашем примере для вычисления 

важности страницы 3 нужно определить, насколько важны страницы 2, 4 и 5. 

Чтобы вычислить важность страницы 2, нужно знать важность страницы 1 

(и 5, но давайте пока оставим это в стороне). Важность страницы 1 опреде-

ляется важностью страницы 4, для получения которой нужно знать важность 

страницы 3. Мы вернулись к тому, с чего начали.

Пример

Чтобы понять, как выйти из этой ситуации, представим, что еще до вычисле-

ния их важности всем страницам присвоен одинаковый рейтинг. Если вер-

нуться к нашему сравнению с голосованием, каждая веб-страница получает 

ровно один голос. Когда начинается голосование, каждая страница распреде-

лит свой голос между страницами, на которые она ссылается, —  так, как опи-

сывалось ранее. Затем каждая страница получит голоса ото всех своих обрат-

ных ссылок. Передача голосов будет выглядеть так:
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1 2

3

4 5

1

1/
2

1/2

1/3

1/3

1/3
1/2

1/2

1/3

1/3

1/3

Страница 1 отдает свой голос странице 2 (единственному ресурсу, на ко-

торый она ссылается). Страница 2 разделяет свой голос на две части и отправ-

ляет по 1/2 страницам 3 и 5. Страница 3 разделяет свой голос на три части 

и передает по 1/3 страницам 1, 4 и 5. Страницы 4 и 5 голосуют аналогичным 

образом.

По окончании голосования каждая страница подсчитает итоговую сумму 

голосов (или их частей), которые она получила от своих обратных ссылок. На-

пример, страница 1, получившая голоса от страниц 3 и 4, будет иметь 1/2 + 

1/3 = 5/6 голоса, а страница 3, получившая голоса от страниц 2, 4 и 5, будет 

иметь 1/2 + 1/2 + 1/3 = 4/3 голоса. Мы видим, что изначальная доля голо-

сов страницы 1 уменьшилась, а у страницы 3 она увеличилась.

Давайте немного изменим условия и выдадим каждой странице перед 

началом голосования не один голос, а 1/5, чтобы в сумме получалась еди-

ница. В целом, если у нас есть n страниц, каждая из них получает 1/n голоса. 

В остальном процесс не меняется. Общая важность снова распределяется рав-

номерно между всеми веб-страницами, но на этот раз она равна 1.

По окончании голосования важность каждой веб-страницы изменится. 

Раньше все они имели одинаковый рейтинг, 1/5 = 0,2, но после вычисле-

ний их рейтинги будут следующими (по порядку): 0,17, 0,27, 0,27, 0,13 и 0,17. 

Страницы 2 и 3 стали более важными, а страницы 1, 4 и 5 потеряли в значи-

мости. Суммарная важность всех веб-страниц равна 1.

Теперь можно начать следующий тур голосования с  использованием 

тех же правил. Страницы распределят собранные ими голоса между ресур-

сами, на которые они ссылаются. В конце второго тура каждая страница под-

считает свои голоса, чтобы определить собственную относительную значи-

мость. После всех вычислений страницы будут иметь такие рейтинги: 0,16, 

0,22, 0,26, 0,14 и 0,22.
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Еще раз повторим этот же процесс. На самом деле мы будем повторять его 

снова и снова. В результате голоса (то есть важность каждой веб-страницы) 

будут изменяться так, как показано в следующей таблице. Вы можете видеть 

начальные значения и результаты после каждого тура голосования.

Тур Страница 1 Страница 2 Страница 3 Страница 4 Страница 5

начало 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20

1 0,17 0,27 0,27 0,13 0,17

2 0,16 0,22 0,26 0,14 0,22

3 0,16 0,23 0,26 0,16 0,20

4 0,17 0,22 0,26 0,15 0,20

5 0,16 0,23 0,25 0,15 0,20

6 0,16 0,23 0,26 0,15 0,20

Если провести еще один, седьмой по счету тур голосования, ситуация 

не поменяется по сравнению с предыдущим туром. Голоса и, следовательно, 

важность веб-страниц останутся прежними. Таким образом мы получим ко-

нечный результат. Согласно вычисленному рейтингу, самой важной является 

страница 3; за ней идет страница 2, затем страница 5, затем 1 и в самом конце 

страница 4.

Давайте остановимся на минуту и подумаем о том, что мы только что сде-

лали. Мы отталкивались от двух принципов, которые определили правила 

для вычисления важности веб-страниц на основе важности их обратных ссы-

лок. Прежде чем начинать вычисления, мы назначили n веб-страницам оди-

наковый рейтинг, равный 1/n. Затем мы посчитали важность каждой веб-

страницы, сложив те доли голосов, которые они получили от своих обратных 

ссылок. Это дало нам новые рейтинги веб-страниц, которые отличались от из-

начальных, 1/n. Мы повторили весь процесс, но уже с новыми значениями, 

и получили еще один набор рейтингов. После ряда повторений обнаружи-

лось, что ситуация стабилизировалась: степень важности перестала меняться 

при последующих повторениях. В этот момент мы остановились и сообщили 

о найденных нами значениях.

Вопрос, конечно в  том, работает  ли описанный нами подход в  целом, 

а не только в этом конкретном примере. И, что еще важнее, дает ли он осмыс-

ленные результаты?
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Матрица гиперссылок и степенной метод

У метода вычисления важности страницы на основе важности ее обратных 

ссылок есть элегантное определение. Все начинается с графа, который опи-

сывает связи между нашими веб-страницами. Этот граф можно предста-

вить в виде матрицы чисел; назовем ее матрицей смежности. Создать ее 

довольно просто. Количество ее строк и столбцов должно быть равно числу 

узлов в графе. Затем каждое пересечение, относящееся к ссылке, будет обо-

значено единицей, а все остальные пересечения —  нолями. Матрица смеж-

ности для нашего примера выглядит так:

1 2

3

4 5

0 1 0 0 0

0 0 1 0 1

1 0 0 1 1

1 0 1 0 0

0 1 1 1 0

Важность веб-страниц можно представить с помощью отдельной строки 

или вектора.

r P r P r P r P r P( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5[ ]

Поскольку мы начали рассматривать внутреннее устройство алгоритма 

PageRank, давайте будем называть важность веб-страницы рейтингом. 

В уместности этого термина вы сможете убедиться, когда мы вычислим рей-

тинги (то есть важность) всех страниц, доступных онлайн. Поскольку наша 

строка содержит все рейтинги, мы будем называть ее рейтинговым векто-

ром графа.

Важность каждой веб-страницы разделена между ресурсами, на которые 

она ссылается. Теперь, когда у нас есть матрица смежности, мы можем прой-

тись по каждой строке и поделить каждую единицу на количество единиц 

в этой строке. Это то же самое, что разделить голос каждой страницы между 

всеми ее исходящими ссылками. Если это сделать, получится следующая ма-

трица.
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0 1 0 0 0

0 0 1 2 0 1 2

1 3 0 0 1 3 1 3

1 2 0 1 2 0 0
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Назовем ее матрица гиперссылок.

Если внимательно присмотреться к этой матрице, можно заметить, что 

каждый ее столбец иллюстрирует вычисление важности страницы на основе 

рейтингов страниц, ссылающихся на  нее. Возьмем первый столбец, кото-

рый относится к странице 1; ее важность основана на страницах 3 и 4. Стра-

ница 3 дает ей 1/3 своего рейтинга, а страница 4 — 1/2, так как она ссылается 

на две страницы. Страница 1 не получает рейтинг ни от каких других страниц 

в графе, поскольку они на нее не ссылаются. Это можно выразить так:

r P r P
r P r P

r P
r P r P

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2
3 4

5
3 40 0 3 2 0 3 2× + × + + + × = +

Но это точное определение r(P
1
), рейтинга страницы 1. Мы получили рей-

тинг, сложив произведения элементов рейтингового вектора с соответствую-

щими элементами первого столбца матрицы гиперссылок.

Давайте посмотрим, что получится, если взять рейтинговый вектор и сло-

жить произведения его элементов с соответствующими элементами второго 

столбца матрицы гиперссылок.

r P r P r P r P
r P

r P
r P

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1 2 3 4
5

1
51 0 0 0 3 3× + × + × + × + = +

Это точное определение r(P
2
), рейтинга страницы 2. Аналогичным обра-

зом сумма произведений элементов рейтингового вектора и содержимого 

третьего столбца матрицы гиперссылок даст нам r(P
3
), рейтинг страницы 3.

r P
r P

r P
r P r P r P r P r P

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

3
4 5 2 4 50 2 0 2 3 2 2 3× + + × + + = + +

Можете убедиться в том, что четвертый и пятый столбцы матрицы ги-

перссылок получат r(P
4
) и, соответственно, r(P

5
). Операция сложения произ-

ведений элементов рейтингового вектора и содержимого каждого столбца 

матрицы в действительности является произведением этой матрицы и рей-

тингового вектора.
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Если вы незнакомы с матричными операциями, этот процесс может пока-

заться запутанным, поскольку, когда речь идет о произведении, обычно име-

ется в виду умножение двух чисел, а не таких вещей, как векторы и матрицы. 

Математические операции при желании можно проводить и с другими сущ-

ностями, а не только с числами. Примером таких операций является произве-

дение вектора и матрицы. В этом нет ничего таинственного: это просто опе-

рация, которую мы выполняем с элементами вектора и матрицы.

Представьте, что мы выпекаем рогалики и круассаны, продавая их по $2 

и, соответственно, $1,5. У нас есть два магазина; за отдельно взятый день 

один магазин продает 10 рогаликов и 20 круассанов, а другой —  15 рогали-

ков и 10 круассанов. Как вычислить общие продажи в каждом из магазинов?

Чтобы узнать доход первого магазина, умножим цену рогалика на коли-

чество проданных рогаликов в этом магазине. То же самое сделаем с круасса-

нами и затем сложим эти два результата:

2 × 10 + 1,5 × 20 = 50

Проведем те же вычисления для второго магазина:

2 × 15 + 1,5 × 10 = 45

Это можно выразить более лаконично, если записать цены рогаликов 

и круассанов в виде вектора:

[ ]2 00 1 50, ,

Теперь запишем в виде матрицы суточные продажи. Матрица будет состо-

ять из двух столбцов, по одному на магазин, и двух строк, по одной для рога-

ликов и круассанов:

10 15

20 10
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

Теперь, чтобы найти общие продажи в каждом магазине, умножим эле-

менты вектора на каждый столбец матрицы продаж и результаты просумми-

руем. Таким образом получится произведение вектора и матрицы:

2 00 1 50
10 15

20 10
2 00 10 1 50 20 2 00 15 1 50 10

, ,

[ , , , , ]

[ ] × ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= × + × × + ×
== [ ]50 45   
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Произведение вектора и матрицы —  это частный случай произведения 

двух матриц. Давайте расширим наш пример и заменим вектор с ценами ро-

галиков и круассанов матрицей с ценами и прибылью для каждой продажи:

2 00 1 50

0 20 0 10

, ,

, ,
⎡
⎣

⎤
⎦⎥

Чтобы найти общие продажи и прибыль для каждого магазина, создадим 

такую матрицу, в которой записи i-й строки и j-го столбца будут суммой про-

изведений i-й строки в матрице с ценами и прибылью и j-го столбца матрицы 

продаж. Это определение произведения двух матриц:

2 00 1 50

0 10 0 20

10 15

20 10

2 00 10 1 50 20 2

, ,

, ,

, , ,

⎡
⎣

⎤
⎦⎥

× ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

=
× + ×

   

000 15 1 50 10

0 10 10 0 20 20 0 10 15 0 20 10

50 45

5 3

× + ×
× + × × + ×

⎡
⎣⎢

⎤
⎦

=

,

, , , ,

,55
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

Вернемся к рейтингам страниц. На каждом этапе вычисление рейтин-

гового вектора в действительности является произведением этого вектора 

из предыдущего этапа и матрицы гиперссылок. Переходя от этапа к этапу, мы 

получаем последовательные оценки рейтингов, то есть последовательные 

оценки рейтингового вектора, который из них состоит.

Чтобы получить эти последовательные оценки рейтингового вектора, нам 

нужно лишь умножить его на каждом этапе на матрицу гиперссылок и полу-

чить тем самым вектор для следующего этапа.

На первом этапе все элементы рейтингового вектора равны 1/n, где n —  

количество страниц. Если обозначить исходный рейтинговый вектор как π
1
, 

вектор в конце первого этапа как π
2
, а матрицу гиперссылок как H, получится

π2 = π1 × Η.

На каждом этапе мы берем текущий рейтинговый вектор и вычисляем его 

версию для следующего этапа. Во втором туре голосования, в котором мы по-

лучили третий столбец с оценками рейтингов (то есть наш третий рейтинго-

вый вектор), мы выполнили следующие вычисления:

π π π π π3 2 1 1 1
2= × = × × = × × = ×H H H H H H .( ) ( )
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В третьем туре голосования мы получили наш четвертый рейтинговый 

вектор:

π π π π π4 3 1
2

1
2

1
3= × = × × = × × = ×H H H H H H .( ) ( )

На  каждом этапе мы умножаем результат предыдущих вычислений 

на матрицы гиперссылок. В конце получается набор произведений после-

довательных оценок этой матрицы и рейтингового вектора. Как видим, 

это эквивалент умножения начального рейтингового вектора на расту-

щие степени матрицы гиперссылок. Такой подход к вычислению после-

довательных приближенных значений называется степенным методом. 

Поэтому вычисление рейтингов веб-страниц является практическим при-

менением степенного метода к рейтинговому вектору и матрице гипер-

ссылок снова и снова, пока этот вектор не перестанет изменяться —  или, 

как еще говорят, пока он не придет к стабильному значению, нашим ито-

говым рейтингам.

Итак, получили более точное определение того, как вычисляются рей-

тинги в веб-графе.

1. Формируем на основе графа матрицу гиперссылок.

2. Начинаем с исходной оценки рейтингов, назначая каждой странице 

рейтинг 1/n, где n —  общее количество страниц.

3. Применяем степенной метод, умножая рейтинговый вектор на матрицу 

гиперссылок до тех пор, пока значения вектора не сойдутся.

Эта сжатая формулировка позволяет переместить задачу в область линей-

ной алгебры —  раздела математики, посвященного матрицам и операциям 

с ними. Существуют устоявшиеся теоретические наработки, с помощью кото-

рых можно исследовать степенной метод и высокопроизводительные реали-

зации операций с матрицами, такие как описанное выше умножение. Опре-

деление, основанное на  матрицах, также поможет определить, всегда  ли 

сходится степенной метод, то есть всегда ли мы можем найти рейтинги всех 

страниц в графе.

Висячие узлы и блуждающий пользователь

Давайте возьмем в качестве примера более простой граф, состоящий всего 

из трех узлов.
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1

3

2

Нам нужно найти рейтинги этих трех узлов. Мы будем следовать тому же 

алгоритму. Инициализируем рейтинговый вектор путем назначения всем уз-

лам одинакового рейтинга, 1/3. Затем умножим рейтинговый вектор на ма-

трицу гиперссылок.

0 1 2 1 2

0 0 1

0 0 0

/ /⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Если приступить к выполнению степенного метода, поэтапно обновляя 

рейтинговый вектор путем его умножения на  матрицу гиперссылок, ока-

жется, что после четырех этапов все рейтинги свелись к нолю.

Тур Страница 1 Страница 2 Страница 3

начало 0,33 0,33 0,33

1 0,00 0,17 0,50

2 0,00 0,00 0,17

3 0,00 0,00 0,00

Это явная проблема. Мы не рассчитывали на то, что все страницы будут 

иметь нулевую важность. В конце концов, у страницы 3 есть две обратные 

ссылки, а у страницы 2 только одна, поэтому можно было бы ожидать, что это 

как-то отразится на результатах, не говоря уже о том, что общая сумма всех 

рейтингов должна быть равна 1. Но все пошло совсем не так, как мы надеялись.

Проблема кроется в узле 3. Наличие обратных ссылок должно было дать 

ему какой-то рейтинг, но дело в том, что у него отсутствуют выходные ссылки. 

Поэтому можно сказать, что он вобрал в  себя рейтинги остальной части 

графа, но никуда их не распределил. Он ведет себя как эгоистичный узел или 

черная дыра: все, что в него заходит, никогда не выходит наружу. На протя-

жении нескольких этапов он вел себя как слив, в котором очутились значе-

ния всех рейтингов.

Такие узлы называются висячими, поскольку они висят (мертвым грузом) 

на окончаниях графа. В вебе существованию таких страниц ничто не препят-

ствует. Конечно, страницы обычно содержат входные и выходные ссылки, 
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но вам вполне может встретиться страница без выходных ссылок, которая 

приведет в негодность степенной метод, описанный ранее.

Чтобы обойти эту проблему, воспользуемся метафорой. Представьте 

себе пользователя, который бродит по Интернету, переходя с одной стра-

ницы на другую. Для этого он обычно щелкает по ссылке. Но в какой-то мо-

мент пользователь заходит на висячий узел —  страницу, которая не ссыла-

ется ни на какой другой ресурс. Мы не хотим, чтобы он там застрял, поэтому 

наделяем его возможностью перейти на любую другую страницу, доступ-

ную онлайн. Например, мы ходим по Интернету и случайно попадаем в ту-

пик. Но это нас не останавливает. Мы всегда можем ввести другой адрес 

в нашем браузере и перейти на любой другой ресурс, даже если висячая 

страница на него не ссылается. Именно этого мы хотим от нашего пользо-

вателя. Если ему больше некуда идти, он выбирает произвольную страницу 

и переходит на нее, чтобы продолжить свое виртуальное путешествие. Поль-

зователь становится блуждающим; у него в распоряжении есть устройство 

телепортации, с помощью которого он может мгновенно очутиться в совер-

шенно любом месте.

Применим эту метафору к ранжированию страниц. Матрица гиперссылок 

дает нам вероятность, с которой пользователь перейдет по ссылке на опреде-

ленную страницу. В нашем примере с тремя узлами первая строка матрицы 

гиперссылок говорит о том, что, находясь на странице 1, пользователь может 

в равной степени выбрать одну из двух страниц: 2 или 3. Во второй строке мы 

видим, что, находясь на странице 2, он всегда будет переходить на страницу 3. 

Вернемся на секунду к нашему первому примеру. Если пользователь попадет 

на страницу 5, перед ним открывается возможность перехода на страницы 2, 

3 и 4 с одинаковой вероятностью, 1/3.

Висячий узел проявляется в виде строки, состоящей из одних нолей. Веро-

ятность перехода куда-либо является нулевой. Здесь нам поможет блуждаю-

щий пользователь. Как уже отмечалось, он может перейти на любую стра-

ницу графа. Это фактически означает, что в матрице гиперссылок больше 

не будет строк с нолями. Пользователь может выбрать любую веб-страницу 

с одинаковой вероятностью, поэтому вместо нолей эта строка будет содер-

жать значения 1/n (в нашем примере это 1/3). Таким образом матрица при-

мет следующий вид:
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Теперь пользователь, очутившийся на странице 3, может перейти на лю-

бую страницу графа с одинаковой вероятностью. Он даже может временно за-

стрять на той же странице, но это неважно, так как он станет повторять свои 

попытки снова и снова, пока случайным образом не выберет другую стра-

ницу.

Мы будем называть эту модифицированную матрицу, в которой нулевые 

строки заменены строками со значениями вида 1/n, S-матрицей. Если ис-

пользовать ее в степенном методе, рейтинги изменятся следующим образом:

Тур Страница 1 Страница 2 Страница 3

начало 0,33 0,33 0,33

1 0,11 0,28 0,61

2 0,20 0,26 0,54

3 0,18 0,28 0,54

4 0,18 0,27 0,55

5 0,18 0,27 0,54

На этот раз алгоритм сходится на ненулевых значениях; высасывания рей-

тингов не происходит. К тому же результаты выглядят осмысленными. Наи-

высший рейтинг получила страница 3 с двумя обратными ссылками; дальше 

идет страница 2 с одной обратной ссылкой. Страница 1, на которую никто 

не ссылается, заняла последнее место.

Матрица Google

Кажется, проблема решена, но в более сложных ситуациях возникают анало-

гичные затруднения. У следующего графа нет висячих узлов.

1 2 3

4 5 6

Если выполнить алгоритм, у двух узлов, страниц 1 и 4, окажется нулевой 

рейтинг.



 PAGERANK  115

Тур Страница 1 Страница 2 Страница 3 Страница 4 Страница 5 Страница 6

начало 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17

1 0,08 0,22 0,14 0,00 0,42 0,14

2 0,00 0,25 0,25 0,00 0,29 0,21

3 0,00 0,22 0,22 0,00 0,33 0,22

Произошло следующее: несмотря на отсутствие висячих узлов, у нас все 

равно есть узлы, которые ведут себя в качестве слива для остального графа. 

Если присмотреться, можно заметить, что у узлов 2, 3, 5 и 6, если их объеди-

нить, есть только входные ссылки. Мы можем перейти в эту группу из узлов 1 

или 4, но после этого перемещаться можно будет только внутри этой группы. 

Мы не можем выйти за ее пределы. Наш блуждающий пользователь окажется 

в ловушке, которая представляет собой не одну, а сразу несколько страниц, 

ссылающихся только друг на друга.

1 2 3

4 5 6

Нам опять нужно помочь блуждающему пользователю выбраться 

из этой ловушки. На этот раз в матрицу гиперссылок придется внести более 

комплексные изменения. Наша исходная матрица позволяла пользователю 

переходить между страницами только с помощью ссылок, существующих 

в графе. Затем мы ее модифицировали, чтобы избежать появления строк, 

состоящих из одних нолей; так у нас получилась S-матрица, позволявшая 

при попадании в висячий узел переходить в любое место графа. Теперь мы 

еще немного поменяем поведение блуждающего пользователя, модифици-

ровав S-матрицу.

Сейчас, когда пользователь оказывается на узле, его возможные переходы 

определяются S-матрицей. В последнем примере ввиду отсутствия нулевых 

строк S-матрица ничем не отличалась от матрицы гиперссылок:
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Если блуждающий пользователь окажется на странице 5, то, как показы-

вает S-матрица, он может перейти только на страницу 2, 3 или 6, и в каждом 

случае вероятность будет равна 1/3. Давайте сделаем его более проворным, 

чтобы он мог следовать S-матрице не всегда, а только с какой-то выбранной 

нами вероятностью a; таким образом шансы на то, что он перейдет в любую 

точку графа, без учета S-матрицы, равны (1 –  a).

Способность переходить куда угодно откуда угодно означает, что в ма-

трице никогда не может быть нулевых строк, ведь ноль обозначает переход, 

который невозможно выполнить. Чтобы этого достичь, нам придется увели-

чить значения нулевых записей и уменьшить значения ненулевых, чтобы вся 

строка всегда давала в сумме 1. Итоговые значения матрицы можно вычис-

лить с помощью линейной алгебры, основываясь на S и вероятности a. Новая 

производная матрица называется матрицей Google; обозначим ее символом 

G. Если она определяет поведение блуждающего пользователя, все зарабо-

тает так, как мы того хотели: пользователь станет следовать S-матрице с ве-

роятностью a и двигаться независимо с вероятностью (1 —  a). В нашем при-

мере матрица Google будет выглядеть так:
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Сравните это с  S-матрицей. Обратите внимание на  то, что в  первой 

строке две записи имели значения 1/2, а стальные были нулевыми. Теперь же 
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в матрице Google две записи 1/2 превратились в 54/120, а остальные стали 

равны 3/120 вместо 0. Аналогичные преобразования произошли и в других 

строках. Теперь, если блуждающий пользователь окажется на странице 1, ве-

роятность перехода на страницы 2 и 5 составит 54/120 в каждом из случаев, 

а вероятность перехода на любую другую страницу будет равна 3/120.

Теперь мы можем дать окончательное определение алгоритму PageRank.

1. Формируем из графа матрицу Google.

2. Начинаем с исходных оценок рейтингов, назначая каждой странице 

рейтинг 1/n, где n —  общее количество страниц.

3. Применяем степенной метод, умножая рейтинговый вектор на матрицу 

Google до тех пор, пока не сойдутся значения этого вектора.

Мы просто заменили «матрицу гиперссылок», которая была в исходном 

алгоритме, «матрицей Google». Если пройтись этим алгоритмом по нашему 

графу со «сливной» группой узлов, получится следующее:

Тур Страница 1 Страница 2 Страница 3 Страница 4 Страница 5 Страница 6

начало 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17

1 0,10 0,14 0,14 0,10 0,31 0,21

2 0,07 0,15 0,17 0,07 0,31 0,23

3 0,05 0,14 0,18 0,05 0,32 0,26

4 0,05 0,14 0,17 0,05 0,33 0,27

Все сработало как нужно; мы больше не получаем нулевых рейтингов.

Степенной метод в сочетании с матрицей Google работает всегда. Линей-

ная алгебра говорит о том, что он всегда сходится на финальном наборе рей-

тингов, сумма которых равна 1; на это не влияют ни висячие узлы, ни участки 

графа, которые высасывают рейтинги из остальных узлов. Нам даже не нужно 

делать начальные рейтинги равными 1/n. Для инициализации можно ис-

пользовать любые значения, которые в сумме дают единицу.

PageRank на практике

Итак, мы выработали метод поиска рейтингов в любом графе. Вопрос в том, 

являются ли конечные результаты осмысленными.
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Рейтинговый вектор (в том виде, в котором мы его определили) играет 

особую роль в отношении матрицы Google. Когда степенной метод заканчи-

вает работу, этот вектор больше не меняется. Следовательно, умножив его 

на матрицу Google, мы просто получим тот же вектор. В линейной алгебре это 

называется первым собственным вектором матрицы Google. Если не углуб-

ляться в математику, эта теория подтверждает, что этот вектор имеет особое 

значение для нашей матрицы.

Окончательным и важнейшим показателем того, что алгоритм PageRank 

подходит для назначения рейтингов веб-страницам, является то, насколько 

полезны его результаты людям. Поисковая система Google выдает хорошие 

результаты, то есть то, что мы, пользователи, получаем в ответ на наши за-

просы, соответствует нашему представлению о важной информации. Если бы 

рейтинговый вектор был математической диковинкой, не имеющей отноше-

ния к веб-страницам, он бы нас не заинтересовал.

Еще одно преимущество алгоритма PageRank в том, что его можно эф-

фективно реализовать. Матрица Google имеет огромный размер; нам нужны 

одна строка и один столбец для каждой страницы в Интернете. Тем не менее 

матрица Google, как мы видели, является производной от S-матрицы, которая 

в свою очередь была получена из матрицы гиперссылок. Нам вовсе не нужно 

создавать и хранить саму матрицу Google; мы можем получить ее динами-

чески, применяя матричные операции к матрице гиперссылок. Это удобно. 

В отличие от матрицы Google, у которых нет нулевых записей, матрица ги-

перссылок хранит множество нолей. Интернет может состоять из миллиар-

дов страниц, но каждая из них ссылается лишь на горстку других ресурсов. 

Матрица гиперссылок является разреженной, то есть она в основном состоит 

из нолей, с небольшим количеством ненулевых значений (которых на не-

сколько порядков меньше, чем нулевых). Благодаря этому мы можем хра-

нить нашу матрицу с применением ловких методик, позволяющих размещать 

в памяти не все сразу, а лишь те позиции, в которых находятся ненулевые зна-

чения. Нам нужна не вся матрица гиперссылок, а только координаты нену-

левых записей, занимающих намного меньше места. Это дает существенное 

преимущество при практическом применении алгоритма PageRank.

Но есть один важный нюанс. Нам известно, что этот алгоритм сыграл 

ключевую роль в успехе Google, но мы не знаем, в каком качестве он исполь-

зуется сейчас и используется ли вообще. Поисковая система Google постоянно 

развивается, и проводимые изменения не являются публичными. Известно, 

что Google использует историю поисковых запросов для оптимизации после-

дующих результатов. Оптимизация может зависеть от страны, в которой мы 



проживаем, или от общих тенденций в поисковых запросах, выполняемых 

людьми со всего мира. Все эти ингредиенты составляют секретный рецепт, 

с помощью которого Google улучшает свой продукт и удерживает позицию 

на рынке поисковых систем. Тем не менее все это не умаляет эффективности 

PageRank для назначения рейтингов веб-страницам, представленным в виде 

узлов графа.

PageRank подчеркивает еще один важный фактор успеха алгоритма. Это 

не только элегантность и эффективность, но и то, насколько он подходит для 

решения конкретной задачи. Это творческий аспект. Если мы хотим искать 

по Интернету, нам нужно преодолеть одну важную проблему —  его огромный 

размер. Но если представить его в виде графа, размер из препятствия превра-

тится в преимущество. Именно ввиду такого большого количества взаимо-

связанных страниц можно ожидать, что для решения задачи подойдет метод, 

основанный на ссылочной структуре графа. Способность смоделировать за-

дачу является первым шагом на пути к ее алгоритмическому решению.
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ГЛАВА 6

ГЛУБОКОЕ ОБУЧЕНИЕ

В  последние годы приобрели популярность системы глубокого обучения. 

О них даже начали писать в средствах массовой информации. С их помощью 

компьютеры могут делать вещи, которые раньше считались прерогативой 

человека. Еще более неловким является тот факт, что эти системы часто пре-

подносятся так, будто они работают подобно человеческому разуму. Это, ко-

нечно, намек на то, что ключом к искусственному интеллекту может быть 

эмуляция того, как мыслят люди.

Но,  если не  обращать внимания на  рекламные преувеличения, боль-

шинство ученых, работающих в сфере глубокого обучения, не разделяют 

мнение о том, что эти системы похожи по своему принципу на разум чело-

века. Их задача в том, чтобы продемонстрировать какое-то полезное пове-

дение, которое зачастую ассоциируют с интеллектом. Однако мы не пыта-

емся копировать природу; строение человеческого мозга слишком сложное 

для того, чтобы эмулировать его на компьютере. Но мы все же поглядываем 

на природу, сильно упрощаем наши наблюдения и пытаемся проектировать 

системы, которые в некоторых сферах могут заменять биологические орга-

низмы, эволюционировавшие на протяжении миллионов лет. Более того, 

системы глубокого обучения можно рассматривать с точки зрения алгорит-

мов, которые они используют, чем мы и займемся в этой главе. Это помо-

жет получить некоторое представление о том, что именно и как они делают. 

Благодаря этому мы сможем увидеть, что за их сложным поведением скры-

ваются простые фундаментальные принципы. Вы убедитесь в том, что для 

извлечения из них какой-то пользы требуется недюжинная изобретатель-

ность.

Чтобы понять, что такое глубокое обучение, нужно начать с менее мас-

штабных и более скромных вещей. На их основе мы постепенно сформируем 

более развернутую картину. В конце этой главы вы будете знать, что такого 

«глубокого» в этом обучении.
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Нейроны, настоящие и искусственные

Нашей отправной точкой будет главная составляющая систем глубокого об-

учения, позаимствованная из биологии. Мозг —  это часть нервной системы, 

основными компонентами которой выступают клетки под названием ней-

роны. Нейронам присуща определенная форма; они не похожи на шарооб-

разные структуры, которые обычно ассоциируют с  клетками. Ниже пред-

ставлено одно из первых изображений нейронов, нарисованное в 1899 году 

испанцем Сантьяго Рамоном-и-Кахалем, отцом современных нейронаук.

В  центре изображения находятся два нейрона голубиного мозга. Как 

видите, нейрон состоит из тела клетки и отростков, которые из него исхо-

дят. Эти отростки соединяются друг с другом с помощью синапсов, объеди-

няя нейроны в сеть. Нейроны асимметричные. На одной стороне каждого 

из них расположено множество отростков, а на другой —  всего один. Сторону 

с большим количеством отростков можно считать вводом нейрона, а проти-

воположную сторону —  его выводом. Ввод имеет вид электрических сигналов, 
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поступающих по входным отросткам. Многие нейроны могут также отправ-

лять сигналы. Чем больший ввод принимает нейрон, тем большая вероят-

ность того, что он пошлет (сгенерирует) сигнал. В этом случае говорят, что 

нейрон активируется.

Человеческий мозг —  это огромная сеть нейронов, которых насчитыва-

ется порядка ста миллиардов, и каждый из них соединен в среднем с тысячей 

других. У нас нет возможности создать ничего подобного, но мы можем стро-

ить системы на основе упрощенных, идеализированных моделей нейронов. 

Модель искусственного нейрона показана ниже.

Это абстрактная версия биологического нейрона, представляющая собой 

структуру с несколькими входами и одним выходом. Выход биологического 

нейрона зависит от его входного сигнала; точно так же искусственный ней-

рон должен активироваться с учетом полученного ввода. Нас интересует мир 

компьютеров, а не биохимии мозга, поэтому нашему искусственному ней-

рону нужна вычислительная модель. Мы исходим из того, что в качестве сиг-

налов нейрон получает и отправляет числа. Иными словами, он собирает весь 

ввод, вычисляет на его основе какое-то арифметическое значение и отправ-

ляет на выход какой-то результат. Для реализации искусственного нейрона 

не требуется никакой специальной электронной схемы. Можете считать, что 

это крошечная компьютерная программа, которая, как и любая другая, при-

нимает входные значения и генерирует вывод. Нам не нужно создавать ней-

ронные сети в буквальном смысле; мы можем их симулировать.

Частью процесса обучения биологических нейронных сетей является уси-

ление или ослабление синапсов между нейронами. Развитие новых когнитив-

ных способностей и поглощение знаний приводит к тому, что одни синапсы 

становятся сильнее, а другие ослабевают или даже полностью расходятся. Бо-

лее того, синапсы могут не только стимулировать, но и блокировать акти-

вацию нейрона; когда сигнал доходит до такого синапса, нейрон не должен 

активироваться. На самом деле у маленьких детей больше мозговых синап-

сов, чем у взрослых. В процессе взросления нейронная сеть в нашей голове 

упрощается. Представьте, что мозг младенца —  это глыба мрамора; с каждым 
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годом мы становимся опытнее и учимся новому, откалывая от нее кусочек 

за кусочком. В итоге она начинает приобретать определенную форму.

В искусственном нейроне пластичность синапсов и их способность бло-

кировать сигнал определяются весами, которые мы применяем к вводу. В на-

шей модели есть n входных значений, x
1
, x

2
, …, x

n
. К каждому из них мы при-

меняем веса, w
1
, w

2
, …, w

n
. Каждый вес умножается на соответствующий ввод. 

Это итоговое значение, полученное нейроном, является суммой произведе-

ний: w
1
x

1
 + w

2
x

2
 + … + w

n
x

n
. К этому взвешенному вводу мы добавляем сдвиг b, 

который можно считать склонностью нейрона к активации; чем больший 

сдвиг, тем вероятнее активация. Отрицательный сдвиг, добавленный к взве-

шенному вводу, будет блокировать нейрон.

Веса и сдвиг —  это параметры нейрона, поскольку они влияют на его пове-

дение. Вывод искусственного как и биологического нейрона зависит от его ввода. 

Это достигается за счет передачи входных значений специальной функции ак-

тивации (или передаточной функции), которая и генерирует вывод. Ниже пока-

зана схема этого процесса, на которой функция активации обозначена как f( ).

Простейшей функцией активации является ступенчатая, которая выдает 

либо 0, либо 1. Нейрон генерирует 1, если поданное на вход значение больше 

ноля. В остальных случаях возвращается 0 (то есть нейрон не срабатывает).
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Сдвиг можно представить себе в качестве порогового значения. Нейрон 

возвращает 1, если взвешенный ввод превышает определенную величину, 

или 0, если нет. Действительно, если записать поведение нейрона в виде фор-

мулы, первым условием будет w
1
x

1
 + w

2
x

2
 + … + w

n
x

n
 + b > 0 или w

1
x

1
 + w

2
x

2
 + 

… + w
n
x

n
 > –b. Если t = –b, получится w

1
x

1
 + w

2
x

2
 + … + w

n
x

n
 > t, где t —  про-

тивоположность сдвигу; это пороговое значение, которое должен превысить 

ввод, чтобы нейрон активировался.

На практике вместо ступенчатой обычно используют другие, родствен-

ные функции активации. На следующей странице показаны три такие функ-

ции, которые часто можно встретить.

Та, что сверху, называется сигмоидой, так как она имеет форму буквы S. 

Ее вывод находится в диапазоне от 0 до 1. Крупный положительный ввод дает 

вывод, близкий к 1; крупный отрицательный ввод дает вывод, близкий к 0. 

Это примерно то, как работает биологический нейрон, который активиру-

ется только при сильном сигнале; это также плавное приближение ступен-

чатой функции. Функция активации, размещенная в центре, называется ги-

перболическим тангенсом, или, сокращенно, tanh (произносится по-разному: 

tan-H, как в then, или thents с мягким th, как в thanks). Она похожа на сиг-

моиду, но находится в диапазоне от –1 до +1; крупный отрицательный ввод 

дает отрицательный вывод, что эквивалентно блокирующему сигналу. Ниж-

няя функция называется выпрямителем. Она превращает любой отрица-

тельный ввод в 0; в противном случае ее вывод прямо пропорционален вводу. 

В таблице, представленной ниже, показан вывод этих трех функций актива-

ции с учетом разного ввода.

С чем связано такое разнообразие функций активации (ведь существуют 

и другие)? Дело в том, что, как показывает практика, каждая из них имеет 

определенную сферу применения. Функции активации играют ключевую 

роль в поведении нейронов, что часто отражается на названиях последних. 

Нейрон, который использует ступенчатую функцию, называется перцептро-

ном. Существуют также сигмоидные и tanh-нейроны. Нейрон является струк-

турно-функциональной единицей (unit) нервной системы, поэтому нейроны 

на основе выпрямителей называются ReLU (rectified linear unit —  выпрямлен-

ная линейная единица).

– 5 –  1 0 1 5

сигмоида 0,01 0,27 0,5 0,73 0,99

tanh –  1 -– 0,76 0 0,76 +1

выпрямитель 0 0 0 1 5
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2.5–2.5–5 0 5

0

1

0.75

0.5

0.25

 

2.5–2.5–5 0 5

–1

1

0.5

0

–0.5

0

2

4

2.5–2.5–5 0 5

Отдельный искусственный нейрон можно научить отличать два множе-

ства элементов. Например, взгляните на диаграмму, представленную вверху 

следующей страницы; на ней изображены два свойства: x
1
 — на горизонталь-

ной оси и x
2
 —  на вертикальной. Мы хотим создать систему, которая смо-

жет отличить два скопления элементов. Она будет способна взять любой эле-

мент и определить, к какой группе он принадлежит. Она фактически создаст 

границу решений (как на нижней диаграмме). Система сможет взять элемент 

с любыми координатами (x
1
, x

2
) и определить, к какой области он относится: 

светлой или темной.
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1
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–5

–1

–1

У нейрона будет всего два входа. Он станет принимать каждую пару (x
1
, 

x
2
) и вычислять вывод. Если в качестве функции активации использовать 

сигмоиду, вывод окажется между 0 и 1. Значения, которые больше 0,5, бу-

дут принадлежать одной группе, а все остальные —  другой. Таким образом 

нейрон получит роль классификатора, который распределяет наши данные 

по отдельным классам. Но как он будет это делать? Откуда у нейрона может 

взяться способность классифицировать данные?
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Процесс обучения

В момент своего создания нейрон не способен распознавать никакие виды 

данных; он должен научиться это делать. Обучение происходит на приме-

рах. Весь процесс напоминает то, как студент изучает какую-то тему путем 

анализа большого количества задач и их решений. Мы просим студента про-

анализировать условие и ответ. Если он как следует постарается, то после не-

которого количества повторений этого процесса ему удастся понять, откуда 

берутся решения. Он даже сможет решать новые задачи, связанные с уже про-

анализированными, но уже без доступа к готовым решениям.

В ходе этого процесса мы учим компьютер находить ответы; набор решен-

ных задач называется учебным набором данных. Это пример обучения с учи-

телем, поскольку решения, словно учитель, помогают компьютеру находить 

правильные ответы. Это самый распространенный вид машинного обучения, 

отдельного раздела информатики, посвященного методам обучения компью-

тера решению задач. Существует также обучение без учителя —  это когда мы 

предоставляем компьютеру учебный набор данных, но без каких-либо реше-

ний. У этого подхода есть важные сферы применения, такие как распределение 

наблюдений по разным кластерам (у задачи выбора подходящего кластера на-

блюдений нет универсального решения). Но в целом обучение с учителем дает 

лучшие результаты, так как мы предоставляем больше информации для ана-

лиза. Именно этот метод мы будем рассматривать в данной главе.

После обучения студент обычно сдает какие-то экзамены, чтобы показать, 

насколько хорошо он усвоил материал. То же самое с машинным обучением: 

мы даем компьютеру другой, тестовый набор данных, который он раньше 

не видел, и просим его найти соответствующие решения. Затем мы оцени-

ваем производительность системы машинного обучения с учетом того, на-

сколько хорошо ей удалось решить задачи в тестовом наборе данных.

В задаче с классификацией обучение с учителем проходит так: мы даем 

нейронной сети большое количество наблюдений (задач) вместе с их клас-

сами (решениями). Мы ожидаем, что нейрон каким-то образом научится при-

ходить от наблюдения к его классу. Затем, если мы дадим ему наблюдение, 

с которым он раньше не сталкивался, он должен будет его успешно классифи-

цировать (в разумных пределах).

Поведение нейрона в ответ на любой ввод определяется его весами и сдви-

гом. Вначале мы выбираем эти параметры случайным образом; на этом этапе 

нейрон подобен бестолковому студенту, который еще ничего не знает. Мы по-

даем на вход пару вида (x
1
, x

2
). Нейрон сгенерирует вывод. Он будет таким же 



В момент своего создания 
нейрон не способен 
распознавать никакие виды 
данных; он должен научиться 
это делать. Обучение 
происходит на примерах.
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случайным, как наши текущие веса и сдвиг. Но при анализе каждого наблю-

дения в учебном наборе данных мы знаем, каким должен быть ответ. Благо-

даря этому мы способны определить, насколько сильно вывод нейрона отли-

чается от желаемого ответа. Это называется потерей: мера того, насколько 

ошибся нейрон при анализе заданного ввода.

Например, если нейрон выдает в качестве ответа 0,2, а желаемый вывод 

равен 1,0, потеря является разницей этих двух значений. Чтобы не заморачи-

ваться со знаками, потеря обычно вычисляется как квадрат разницы; в данном 

случае это будет (1,0–0,2)2 = 0,64. Если бы желаемый вывод был равен 0,0, по-

теря была бы (0,0–0,2)2 = 0,04. Зная потерю, мы можем ее минимизировать, 

откорректировав веса и сдвиг.

Вернемся к нашему студенту. После каждой неудачной попытки решить 

задачу, мы мотивируем его к достижению лучших результатов. Студент по-

нимает, что ему нужно немного изменить свой подход и повторить попытку 

со следующим примером. Если он опять провалится, мы еще раз его мотиви-

руем. И еще раз. Пока после целой кучи примеров в учебном наборе данных 

его решения не начнут становиться все ближе к верным и он не сможет спра-

виться с тестовым набором.

Согласно нейробиологии, в ходе обучения структура мозга студента пре-

терпевает изменения; некоторые синапсы между нейронами становятся силь-

нее, а другие ослабляются или даже рассоединяются. У искусственного ней-

рона нет прямого аналога этого процесса, но с ним происходит нечто похожее. 

Как вы помните, поведение нейрона зависит от его ввода, весов и сдвига. Мы 

не можем контролировать ввод, так как он поступает извне. Но мы можем 

регулировать веса и сдвиги. Именно это и происходит. Мы обновляем значе-

ния весов и сдвига таким образом, чтобы минимизировать ошибки нейрона.

В этом нам помогает сама природа задачи, которую должен выполнить 

нейрон. Мы хотим, чтобы он взял каждое наблюдение, вычислил вывод в со-

ответствии с определенным классом и откорректировал веса и сдвиг для ми-

нимизации потери. Таким образом нейрон пытается решить задачу мини-

мизации. Она звучит так: имея ввод и полученный вывод, откалибруйте веса 

и сдвиг, чтобы минимизировать потерю.

Это требует принципиально нового подхода. До сих пор мы описывали ней-

рон как некую сущность, которая принимает ввод и генерирует вывод. В этом 

смысле нейрон представляет собой одну большую функцию, которая берет 

входные значения, применяет веса, слагает произведения, добавляет сдвиг, 

пропускает результат через функцию активации и выдает итоговый вывод. 

Но если взглянуть на это с другой стороны, ввод и вывод у нас уже есть (это 
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наш учебный набор данных), а вот веса и сдвиг могут меняться. Поэтому ней-

рон в целом можно рассматривать как функцию с весами и сдвигом в качестве 

переменных, поскольку именно на эти значения мы можем повлиять; более 

того, мы хотим менять их с каждым вводом, чтобы минимизировать потери.

Возьмем в качестве иллюстрации простой нейрон с одним весом и без 

сдвига. Отношение между весом и потерей показано в левой части диаграммы 

на следующей странице. Толстая кривая представляет потерю в виде функции 

от веса для заданного ввода. Нейрон должен отрегулировать свой вес, чтобы 

функция возвращала минимальное значение. На диаграмме показана точка 

с текущей потерей для заданного ввода. К сожалению, нейрон не знает, каким 

должен быть идеальный вес, который свел бы потерю к минимуму. Ему из-

вестно лишь значение функции в обозначенной точке; он не может свериться 

с представленной ниже диаграммой, как это делаем мы. К тому же вес может 

корректироваться (увеличиваться или уменьшаться) лишь совсем немного, 

приближая результат к минимуму.

Чтобы понять, что делать дальше (увеличивать или уменьшать вес), нейрон 

может найти касательную прямую, проходящую через текущую точку. Затем 

он может вычислить ее наклон, то есть угол между ней и горизонтальной осью. 

Стоит отметить, что нейрону для этого не требуется никаких особых возможно-

стей; он лишь должен провести вычисления в одной локальной точке. Касатель-

ная прямая имеет отрицательный наклон, так как угол определяется по часовой 

стрелке. Эта величина показывает скорость изменения функции; следовательно, 

отрицательный наклон говорит о том, что с увеличением веса потеря будет 

уменьшаться. Таким образом нейрон узнает, что для уменьшения потери ему 

нужно сместиться вправо. Поскольку наклон отрицательный, а изменение веса 

положительное, нейрон делает вывод о том, что вес должен двигаться в направ-

лении, противоположном тому, о котором сигнализирует наклон.

Теперь взгляните на правую часть диаграммы. На этот раз нейрон нахо-

дится справа от минимальной потери. Он снова находит касательную прямую 
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и вычисляет ее наклон. Угол оказывается положительным. Положительный 

наклон говорит о том, что потеря увеличивается вместе с весом. Таким обра-

зом нейрон понимает, что для минимизации потери он должен уменьшить 

вес. Так как наклон положительный, а необходимое изменение веса отрица-

тельное, нейрон опять делает вывод о том, что ему нужно двигаться в направ-

лении, противоположном тому, о котором сигнализирует наклон.

В обоих случаях действует одно и то же правило: нейрон вычисляет на-

клон и изменяет вес в противоположном направлении. Нечто похожее можно 

встретить в математическом анализе. Наклон функции в заданной точке —  

это ее производная. Чтобы уменьшить потерю, нам нужно изменить вес на не-

большую величину в направлении, противоположном производной потери.

Конечно, у нейрона обычно больше одного веса. К тому же у него есть 

сдвиг. Чтобы понять, как отрегулировать каждый отдельный вес и  сдвиг, 

нейрон следует той же процедуре, которую мы описали выше, рассчитанной 

на один вес. Говоря математическим языком, он вычисляет так называемую 

частную производную потери относительно каждого отдельного веса и сдвига. 

Если у нас есть сдвиг и n весов, у нас в итоге получится n + 1 частных произ-

водных. Вектор, содержащий все частные производные функции, называется 

градиентом. Это эквивалент наклона для функций с множественными пере-

менными; он показывает направление, в котором нужно двигаться, чтобы 

увеличить значение функции. Для его уменьшения следует выбрать проти-

воположное направление. Таким образом, чтобы уменьшить потерю, нейрон 

смещает каждый вес и сдвиг в направлении, противоположном тому, о кото-

ром сигнализируют частные производные его градиента.

Для проведения вычислений нам вовсе не нужно рисовать касательные 

и измерять углы. Существуют эффективные методы нахождения частных про-

изводных и градиентов, но мы не станем вдаваться в подробности. Важно то, 

что у нас есть четко определенный способ регуляции весов и сдвига, который 

позволяет улучшать вывод нейрона. Таким образом процесс обучения можно 

описать в виде следующего алгоритма.

Для каждого ввода и желаемого вывода в учебном наборе данных:

1) вычисляется вывод нейрона и потеря;

2) обновляются веса и сдвиг нейрона, чтобы минимизировать потерю.

Пройдясь по всему учебному набору данных и закончив тем самым обучение, 

мы завершаем эпоху. Обычно на этом можно не останавливаться. Весь процесс 

повторяется на протяжении целого ряда эпох; это как если бы студент, изучивший 

весь учебный материал, начал с самого начала. Ожидается, что это даст лучшие 
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результаты, так как теперь он начинает не с чистого листа (то есть он не совсем 

бестолковый) —  у него накопились кое-какие знания из предыдущей эпохи.

Чем больше повторений процесса обучения и  накопленных эпох, тем 

лучше мы справляемся с учебными данными. Но главное здесь не переста-

раться. Студент, который анализирует один и тот же набор задач снова и снова, 

рано или поздно выучит их наизусть, но при этом не будет иметь никакого 

понятия о том, как решать другие задачи, с которыми он еще не сталкивался. 

Это бывает, когда студент, который вроде бы хорошо подготовился к экза-

мену, с треском проваливается. Говорят, что компьютер, проходящий через 

машинное обучение, подгоняет данные. Если с этим переборщить, происхо-

дит так называемая переподгонка (или переобучение): отличные результаты 

с учебным набором данных, но плохие —  с тестовым.

Можно доказать, что, следуя этому алгоритму, нейрон может научиться 

классифицировать любые данные, которые являются линейно разделяемыми. 

Если ваши данные находятся в двух измерениях (как в нашем примере), это 

означает, что их можно разделить прямой линией. Если помимо (x
1
, x

2
) суще-

ствуют другие свойства, применяется обобщенный принцип. В трех измере-

ниях, когда ввод имеет вид (x
1
, x

2
, x

3
), данные являются линейно разделяемыми, 

если их можно разделить простой плоскостью в трехмерном пространстве. Если 

измерений больше, аналог прямой и плоскости называется гиперплоскостью.

По окончании обучения наш нейрон научится разделять данные. «На-

учится» в том смысле, что он подберет подходящие веса и сдвиг, как это опи-

сано выше: он начнет со случайных значений и постепенно будет их обнов-

лять, минимизируя потерю. Вспомните диаграмму с  двумя скоплениями 

элементов, которые нейрон научился разделять с помощью границы реше-

ний. Слева показано то, с чего мы начинали, а справа —  конечный результат. 

Вы можете видеть итоговые значения параметров.

Но так происходит не всегда. Отдельный нейрон, который действует сам 

по себе, может выполнять только определенные задачи, такие как классифи-

кация линейно разделяемых данных. Для решения более сложных проблем 

нужно использовать сети нейронов.
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От нейронов к нейронным сетям

Из взаимосвязанных нейронов формируются нейронные сети (как биологи-

ческие, так и искусственные). Входной сигнал одного нейрона может быть 

подключен к выходу другого, а его собственный выход может служить вво-

дом для других нейронов. Таким образом можно создать нейронную сеть на-

подобие следующей:

x2

x6

x3

x4

x5

x1

Нейроны этой искусственной нейронной сети разделены по слоям. Этот 

прием часто применяется на  практике: многие нейронные сети состоят 

из слоев, размещенных один над другим. Еще мы сделали так, чтобы все ней-

роны текущего слоя соединялись со всеми нейронами следующего, в направ-

лении слева направо. Это тоже распространенный подход, хотя использовать 

его необязательно. Такие слои называют плотно связанными.

Первый слой не связан с предыдущим, точно так же как последний слой 

не связан со следующим. Вывод последнего слоя является выводом всей сети; 

это значения, которые мы хотим от нее получить.

Давайте вернемся к задаче классификации. Нам теперь нужно распреде-

лить два набора данных, представленных вверху следующей страницы. Дан-

ные собраны в концентрические круги. Любому человеку очевидно, что они 

принадлежат к  двум отдельным группам. Также очевидно, что они не  ли-

нейно разделяемые: эти два класса не сможет разделить никакая прямая ли-

ния. Нам нужно создать такую нейронную сеть, которая сможет отличать эти 

две группы и определять, к какой из них принадлежат любые последующие 

наблюдения. Это то, что показано на нижней диаграмме. Любое наблюдение 
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на светлом фоне будет причислено нейронной сетью к одной группе, а любое 

наблюдение на темном фоне —  к другой.
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Чтобы получить результат, изображенный на  нижней диаграмме, мы 

сформируем сеть, слой за слоем. Поместим два нейрона во входной слой, 

по одному для каждой координаты в наших данных. Добавим еще один слой 

с четырьмя нейронами, плотно соединенными с входным слоем. Поскольку 

у него нет прямого сообщения со входом или выходом, он является скрытым. 

Добавим еще один слой с двумя нейронами, тесно соединенными с первым 

скрытым слоем. В конце разместим выходной слой с одним нейроном, тесно 

связанным с последним скрытым слоем. Во всех нейронах применяется функ-

ция активации tanh (гиперболический тангенс). Выходной нейрон сгенери-

рует значение между –1 и +1, демонстрирующее его уверенность в том, что 

данные принадлежат к той или иной группе. Мы возьмем это значение и да-

дим на его основе однозначный ответ, да или нет, в зависимости от того, пре-

вышает ли оно 0,0. Вот как выглядит наша нейронная сеть:

x2

x1
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Алгоритм обратного распространения потери

Вначале нейронная сеть ни о чем не знает, и еще ничего не отрегулировано; 

ее веса и сдвиги подбираются случайным образом. Так выглядит невежество 

в мире нейронных сетей. Затем мы подаем на вход наблюдение из нашего 

набора данных, то есть пару координат, x
1
 и x

2
. Эти значения сначала попа-

дают в два первых нейрона, а затем передаются в виде вывода первому скры-

тому слою. Все четыре нейрона в этом слое вычисляют свой вывод, который 

затем отправляется второму скрытому слою. Нейроны в этом слое передают 

свой вывод выходному слою, который генерирует итоговое выходное значе-

ние нейронной сети. По мере выполнения вычислений результаты проходят 

слой за слоем, от входного до выходного.

x2

x1

x2

x1

x2

x1
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x2

x1

Дойдя до  выходного слоя, мы вычисляем потерю, как в  примере с  од-

ним нейроном. Затем нам нужно отрегулировать веса и сдвиг всех нейронов 

в сети, чтобы свести потерю к минимуму.

Оказывается, чтобы это сделать, можно пойти в  обратном направле-

нии, от выходного слоя к входному. Зная потерю, мы можем обновить веса 

и сдвиги нейронов выходного слоя (в нашем случае это всего один нейрон, 

но это не всегда так). Дальше можно обновить веса и сдвиги нейронов пре-

дыдущего, последнего скрытого слоя. После этого повторяем данный процесс 

для предпоследнего скрытого слоя и, наконец, для входного.

x2

x1

x2

x1
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x2

x1

x2

x1

Процесс обновления весов и сдвигов в нейронной сети похож на то, как мы 

обновляли отдельно взятый нейрон. Здесь опять используются математические 

производные. Нейронную сеть можно считать одной большой функцией, пере-

менными которой выступают веса и сдвиги всех ее нейронов. Таким образом 

мы можем вычислить производную для каждого из этих значений с учетом по-

тери и обновить нейрон с помощью этой производной. Мы подошли к ключе-

вой части процесса обучения: алгоритму обратного распространения потери.

Для каждого ввода и желаемого вывода:

1) вычисляется вывод и  потеря нейронной сети; мы проходим слой 

за слоем от входа к выходу;

2) обновляются веса и  сдвиги нейронов, чтобы минимизировать по-

терю; теперь двигаемся от выходного слоя к входному.

Используя алгоритм обратного распространения, мы можем создавать 

сложные нейронные сети и учить их выполнять разные задачи. Системы глу-

бокого обучения состоят из простых компонентов. Это искусственные ней-

роны с ограниченными вычислительными возможностями: они принимают 

ввод, умножают его на веса, слагают, добавляют сдвиг и применяют к полу-

ченному значению функцию активации. Но если их много и они соединены 

между собой особым образом в нейронные сети, их можно научить выпол-

нять немало полезных задач.
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Распознавание одежды

Давайте повернем разговор в более практичное русло и представим, что нам 

нужно создать нейронную сеть для распознавания элементов одежды, изо-

браженных на рисунках. Это будет задача по распознаванию образов. Нейрон-

ные сети отлично проявили себя в этой области.

Каждый образ будет представлен небольшой фотографией размером 

28 × 28. Наш учебный набор данных состоит из 60 000 образов, а тестовый —  

из 10 000; первый будет использоваться для обучения нейронной сети, а вто-

рой —  для оценивания того, насколько хорошо она обучилась. Вот пример 

образа, на который мы нанесли оси координат и сетку, чтобы вам было легче 

ориентироваться:
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Образ разделен на отдельные мелкие участки —  именно так происходит 

цифровая обработка изображений. Мы берем весь прямоугольный участок 

и делим его на небольшие фрагменты в количестве 28 × 28 = 784. Каждому 

фрагменту назначается целочисленное значение от 0 до 255, соответствую-

щее определенному оттенку серого: 0 означает полностью белый цвет, а 255 —  

полностью черный. Приведенный выше образ можно представить в виде ма-

трицы (см. следующую страницу).

В реальности нейронные сети обычно требуют сведения входных значе-

ний к узкому диапазону, такому как от 0 до 1, иначе они могут плохо работать; 

можете считать, что большие значения сбивают нейроны с толку. Из этого 

следует, что перед использованием матрицы каждую ячейку следовало бы по-

делить на 255, но мы намеренно пропустим данный этап.
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Предметы одежды могут относиться к десяти разным классам, которые 

перечислены в таблице ниже. С точки зрения компьютера, классы —  это про-

сто разные числа, которые мы называем метками.

Метка Класс Метка Класс

0 Футболка/блузка 5 Сандалия

1 Брюки 6 Рубашка

2 Джемпер 7 Кроссовок

3 Платье 8 Сумка

4 Пальто 9 Ботильон
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На следующем рисунке показан случайный набор из десяти предметов 

каждого вида. Как видите, изображения довольно разнообразные, и не все 

они являются идеальными примерами того или иного класса. Это делает 

нашу задачу интереснее. Мы хотим создать нейронную сеть, которая при-

нимает на вход подобные образы и возвращает вывод с информацией о том, 

к какой категории они, по ее мнению, принадлежат.

И снова наша нейронная сеть будет состоять из слоев. В первом слое ока-

жутся 784 входных нейрона. Каждый из них станет принимать один ввод, со-

ответствующий одному фрагменту изображения, и просто возвращать его 

в виде своего вывода. Если на рисунке изображен ботильон, первый ней-

рон получит на вход значение левого верхнего фрагмента, 0, и вернет этот 0. 

Остальные нейроны получат значения фрагментов строка за строкой, сверху 

вниз, слева направо. Фрагмент со значением 58 в правом конце каблука бо-

тильона (четвертая строка снизу, третий столбец справа) будет передан ней-

рону и скопирован в качестве его вывода. Строки и столбцы в нашей нейрон-

ной сети отсчитываются сверху и слева, поэтому данный нейрон находится 

в 25-й строке сверху и 26-м столбце слева, что делает его порядковый номер 

равным 24 × 28 + 26 = 698.
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Следующий слой будет плотно соединен с входным слоем. Он состоит 

из 128 нейронов типа ReLU. Этот слой не имеет прямой связи ни со вход-

ными изображениями (в отличие от входного слоя), ни с выводом (так как 

мы добавим еще один слой). Следовательно, он скрытый, так как его не видно 

из-за пределов нейронной сети. Поскольку соединение плотное, это приведет 

к большому числу связей между входным и скрытым слоями. Каждый нейрон 

в скрытом слое будет соединен с выводами всех нейронов входного слоя. Это 

означает, что у каждого нейрона окажется 784 входных соединения, а во всем 

слое —  784 × 128 = 100 352.

Добавим последний слой, который содержит выходные нейроны, возвра-

щающие результаты работы нейронной сети. Всего нейронов будет 10, по од-

ному на каждый класс. Каждый из них будет соединен со всеми нейронами 

скрытого слоя, всего 10 × 128 = 1280 соединений. Общее количество связей 

между всеми слоями в нейронной сети составит 100 352 + 1280 = 101 632. 

Принцип работы полученной системы проиллюстрирован на  следующей 

странице. Мы не можем уместить все узлы и ребра, поэтому большинство уз-

лов во входном и скрытом слоях обозначены прямоугольниками с точками 

внутри; в первом прямоугольнике 780 узлов, а во втором —  124. Все соеди-

нения, направленные к отдельным узлам в прямоугольниках, сведены в одну 

точку.

Вывод нашей нейронной сети будет состоять из 10 значений, по одному 

на каждый нейрон в слое. Каждый выходной нейрон представляет отдель-

ный класс, а его вывод означает вероятность принадлежности изображения 

к этому классу; в сумме значения всех 10 нейронов дадут 1, как и полагается 

при работе с вероятностными величинами. Это пример очередной функции 

активации, которая называется softmax; она принимает на вход вектор веще-

ственных чисел и преобразует их в распределение вероятностей. Давайте рас-

смотрим два следующих примера.
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Если взять первый пример, показанный сверху, после обучения сеть вы-

даст следующий вывод:

Выходной нейрон Класс Вероятность

1 T- shirt/top 0,09

2 Trouser 0,03

3 Pullover 0,00
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Выходной нейрон Класс Вероятность

4 Dress 0,83

5 Coat 0,00

6 Sandal 0,00

7 Shirt 0,04

8 Sneaker 0,00

9 Bag 0,01

10 Ankle boot 0,00

Таким образом нейронная сеть выражает уверенность в том, что это пла-

тье, оценивая вероятность этого в 83%. Незначительными вероятностями 

того, что это может быть футболка/блузка, рубашка или брюки можно пре-

небречь.

Во втором примере, показанном справа, сеть возвращает такие резуль-

таты:

Выходной нейрон Класс Вероятность

1 T- shirt/top 0,00

2 Trouser 0,00

3 Pullover 0,33

4 Dress 0,00

5 Coat 0,24

6 Sandal 0,00

7 Shirt 0,43

8 Sneaker 0,00

9 Bag 0,00

10 Ankle boot 0,00

Нейронная сеть выражает 43-процентную уверенность в том, что она 

имеет дело с рубашкой —  это ошибка; в действительности на фотографии 

изображен джемпер (если вы вдруг сами не догадались). Тем не менее на вто-

ром месте с 33% находится правильный вариант.

В одном примере сеть дала верный ответ, а в другом ошиблась. В целом, 

если предоставить ей все 60 000 изображений из нашего учебного набора дан-

ных, она сумеет правильно распознать около 86% в тестовом наборе, состоя-

щем из 10 000 изображений. Довольно неплохо, учитывая, что эта нейронная 
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сеть хоть и намного сложнее предыдущей, все равно является относительно 

простой. На ее основе можно создавать более сложные сетевые структуры, 

способные давать лучшие результаты.

Несмотря на повышенную сложность, наша нейронная сеть учится точно 

так же, как и более простая сеть из предыдущего примера, которая распозна-

вала скопления данных и концентрические круги. Для каждого ввода в ходе 

обучения мы получаем вывод, который затем сравнивается с желаемым ре-

зультатом с целью вычисления потери. Теперь же в виде вывода возвращается 

не одно значение, а сразу десять, хотя принцип остается прежним. Когда ней-

ронная сеть распознает рубашку с примерно 83-процентной вероятностью, 

мы можем сравнить это с идеальным результатом, то есть с вероятностью 

100%. Таким образом у нас получаются два набора выходных значений: те, 

что сгенерировала сеть, и те, которые мы бы хотели получить (набор, в кото-

ром правильный ответ имеет вероятность 1, а все остальные —  0). Ниже при-

водится сравнение полученных и желаемых результатов в последнем примере.

Выходной нейрон Класс Вероятность Цель

1 T- shirt/top 0,00 0,00

2 Trouser 0,00 0,00

3 Pullover 0,33 1,00

4 Dress 0,00 0,00

5 Coat 0,24 0,00

6 Sandal 0,00 0,00

7 Shirt 0,43 0,00

8 Sneaker 0,00 0,00

9 Bag 0,00 0,00

10 Ankle boot 0,00 0,00

Мы берем последние два столбца и  вычисляем показатели потери  —   

только на этот раз у нас много значений, поэтому здесь нельзя обойтись про-

стой разницей в квадрате. Для получения разницы между наборами подоб-

ных значений существуют специальные величины. В нашей нейронной сети 

мы будем использовать одну из них, категорийную перекрестную энтропию, 

которая определяет, насколько сильно отличаются два распределения вероят-

ностей. Вычислив потерю, мы обновляем нейроны в выходном слое. Дальше 

обновляются нейроны в скрытом слое. Если коротко, то мы выполняем обрат-

ное распространение.
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Мы выполняем тот же процесс для всех изображений в нашем учебном на-

боре данных, то есть для всей эпохи. Закончив, повторяем все сначала для сле-

дующей эпохи. При этом мы пытаемся найти баланс: подобрать достаточное 

количество эпох для того, чтобы нейронная сеть извлекла как можно больше 

пользы из учебного набора данных, но не слишком много. В ходе обучения 

сеть скорректирует веса и сдвиги нейронов, которых довольно много. Вход-

ной слой всего лишь копирует значения в скрытый, поэтому его регулиро-

вать не нужно. Однако в скрытом слое находится 100 352 веса и 128 сдвигов, 

а в выходном —  1280 весов и 10 сдвигов, что в сумме дает 101 770 параметров.

Знакомство с глубоким обучением

Сами по себе нейроны мало на что способны, но нейронной сети по силам лю-

бая вычислительная задача, которую можно описать алгоритмически и вы-

полнить на компьютере —  это доказуемый факт. Следовательно, нейронная 

сеть может делать все то же самое, что и компьютер. Но, конечно, вся суть 

в том, что нейронной сети не нужно объяснять, как именно выполнять задачу. 

Достаточно предоставить ей примеры и обучить ее с помощью алгоритма. 

Одним из таких алгоритмов, как мы уже видели, является обратное распро-

странение. В этой главе рассматривалась лишь классификация, но нейрон-

ные сети можно применять к задачам любого рода. Они могут предсказывать 

значения определенных величин (таких как кредитный рейтинг), перево-

дить текст с одного языка на другой, а также распознавать и генерировать 

речь; они сумели победить чемпионов в игре го, продемонстрировав совер-

шенно новые стратегии, которые поставили в тупик даже экспертов. Чтобы 

научиться играть в го, им достаточно было знать правила игры. Они не имели 

доступа к библиотеке уже проведенных поединков, и в процессе обучения 

они просто играли сами с собой.

Сегодня существует множество примеров успешного применения ней-

ронных сетей, но принципы, на которых они основаны, не новы. Перцеп-

трон изобрели в 1950-х, а алгоритму обратного распространения уже больше 

30 лет. За это время интерес к потенциалу нейронных сетей то появлялся, 

то пропадал. Но в последние несколько лет кое-что изменилось: мы полу-

чили возможность создавать по-настоящему огромные сети. Это достигнуто 

благодаря прогрессу в  сфере производства специализированных компью-

терных чипов, способных эффективно выполнять вычисления, которые при-

меняются в нейронах. Если представить себе все нейроны нейронной сети, 
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размещенные в памяти компьютера, то все необходимые вычисления можно 

проводить с помощью операций с огромными числовыми матрицами. Ней-

рон вычисляет сумму взвешенных произведений своих вводов; как вы, навер-

ное, помните из обсуждения PageRank в предыдущей главе, сумма произведе-

ний —  это суть умножения матриц.

Оказалось, что для этого идеально подходят графические процессоры (англ. 

graphics processing units или GPU). GPU —  это компьютерный чип, специально 

предназначенный для создания и модификации изображений внутри ком-

пьютера; это родственник центрального процессора (англ. central processing 

unit или CPU), чипа, который выполняет программные инструкции. GPU рас-

считан на работу с компьютерной графикой. Генерация и обработка компью-

терной графики требует выполнения числовых операций с большими матри-

цами; сцена, сгенерированная компьютером, представляет собой огромную 

матрицу с числами (вспомните ботильон). Графические процессоры играют 

роль рабочих лошадок в игровых консолях, занимая наше воображение ча-

сами напролет. Но эта технология также ответственна за прогресс в сфере ис-

кусственного интеллекта.

Мы начинали с простейшей нейронной сети, состоящей из единственного 

нейрона. Затем количество нейронов было увеличено и впоследствии доведено 

до нескольких сотен. Тем не менее нейронная сеть для распознавания образов, 

которую мы создали, вовсе не является большой. И ее архитектуру нельзя на-

звать сложной. Мы просто добавляли один слой нейронов за другим. Иссле-

дователи в области глубокого обучения добились больших успехов в проекти-

ровании нейронных сетей. Предложенные ими архитектуры могут состоять 

из десятков слоев, и их геометрия вовсе не ограничена простым одномерным 

набором нейронов, как в наших примерах. Нейроны внутри слоя могут фор-

мировать двухмерные полотнообразные структуры. Более того, слои вовсе не-

обязательно связывать плотными соединениями; существуют и другие модели 

связей. Также необязательно подключать вывод предыдущего слоя к вводу сле-

дующего. Мы, например, можем соединить два несмежных слоя. Слои можно 

объединять в модули и составлять из этих модулей все более сложные конфи-

гурации. Сегодня в нашем распоряжении есть целый зоопарк архитектур ней-

ронных сетей, каждая из которых рассчитана на определенные задачи.

Но, какой бы ни была архитектура, слои нейронов в ходе обучения обнов-

ляют свои веса и сдвиги. Если задуматься, у нас есть набор входов, которые, 

обучаясь, преобразуют слои. В результате эти слои, внося изменения в свои 

параметры, вбирают в себя информацию, представленную входными дан-

ными. Конфигурация весов и сдвигов слоя является результатом полученных 
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им данных. Первый скрытый слой, который контактирует непосредственно 

с входным слоем, кодирует ввод нейронной сети. Второй скрытый слой коди-

рует вывод первого скрытого слоя, с которым он соединен напрямую. По мере 

того, как мы все глубже погружаемся в многослойную сеть, каждый после-

дующий слой кодирует вывод, полученный из предыдущего. Каждое пред-

ставление основано на предыдущем и поэтому каждый следующий слой на-

ходится на все более высоком уровне абстракции. Таким образом глубокие 

нейронные сети изучают иерархию концепций, переходя на все более аб-

страктные уровни. Вот почему мы называем это глубоким обучением. Мы 

имеем в виду архитектуру, в которой каждый следующий слой представляет 

более глубокие концепции, находящиеся на более высоких уровнях абстрак-

ции. Если взять распознавание образов, то первый слой в многослойной сети 

может научиться распознавать небольшие локальные участки, такие как края 

изображения. Затем второй слой может научиться распознавать концепции, 

основанные на участках, распознанных предыдущим слоем, такие как глаза, 

нос и уши. Третий слой может отталкиваться от результатов второго и на-

учиться распознавать лица. Теперь вы можете видеть, что наша нейронная 

сеть для распознавания образов была немного наивной; мы даже не пыта-

лись реализовать настоящее глубокое обучение. Повышая уровень абстрак-

ции, мы ожидаем, что наша сеть будет находить те же образы, что и чело-

век —  от грамматических структур до признаков болезни на рентгеновских 

снимках; от символов, написанных от руки, до интернет-мошенничества.

Тем не менее вы можете сказать, что все это сводится к обновлению про-

стых значений в простых составных компонентах —  искусственных нейронах. 

И вы будете правы. Люди, которые это осознают, иногда чувствуют разочаро-

вание. Они хотят узнать, что такое машинное и глубокое обучение, но ответ 

кажется слишком уж простым: иногда то, что с виду обладает человеческими 

способностями, можно свести к элементарным по своей сути операциям. Воз-

можно, мы предпочли бы получить более запутанный ответ, который поще-

котал бы наше самолюбие.

Но не стоит забывать, что, согласно научному подходу, природу можно 

объяснить с использованием элементарных концепций —  настолько простых, 

насколько возможно. Это вовсе не означает, что из простых правил и состав-

ных компонентов нельзя получить сложные структуры и модели поведения. 

Искусственные нейроны намного проще биологических, но даже если бы по-

ведение последних можно было свести к простым моделям, только благодаря 

их огромному количеству и взаимосвязанности возникает то, что мы назы-

ваем интеллектом.
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Это позволяет взглянуть на вещи под другим углом. Действительно, ис-

кусственные нейронные сети могут обладать необычайным потенциалом. 

Но,  чтобы заставить их работать, требуются неординарная находчивость 

и потрясающие инженерные умения со стороны людей. Здесь мы лишь слегка 

коснулись этой темы. Возьмем, к примеру, обратное распространение. Это 

фундаментальный алгоритм, лежащий в основе нейронных сетей, который 

позволяет эффективно выполнять вычисления, являющиеся по сути поиском 

математических производных. Исследователи потратили много времени 

на создание эффективных вычислительных методик, таких как автомати-

ческое дифференцирование —  широко распространенный механизм получе-

ния производных. Или подумайте о том, как именно вычисляются измене-

ния параметров в нейронной сети. Существуют разлучные оптимизаторы, 

позволяющие развертывать все более крупные, но в то же время эффектив-

ные сети. Если говорить об аппаратном обеспечении, то инженеры проекти-

руют все лучшие и лучшие чипы, которые ускоряют выполнение все более 

сложных нейронных вычислений, но при этом снижают использование ре-

сурсов. На смену существующим архитектурам нейронных сетей приходят 

новые. В этой области проводятся активные исследования и эксперименты; 

это в том числе касается попыток создания нейронных сетей, которые проек-

тируют другие нейронные сети. Поэтому каждый раз, когда вам встречается 

новостной заголовок об очередном достижении в этой сфере, вспоминайте 

о тех трудолюбивых людях, благодаря которым это стало возможным.
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15 июля 2019 года Марк Карни, глава Банка Англии, представил дизайн новой 

купюры номиналом £50, которую планировалось ввести в оборот двумя го-

дами позже. В 2018 году Банк Англии решил посвятить новую купюру ученому 

и организовал публичный конкурс, длившийся шесть недель. Всего было по-

лучено 227 299 голосов за 989 кандидатов, которые соответствовали заявлен-

ным критериям. Затем Консультативный комитет по дизайну банкнот сокра-

тил этот список до 12 вариантов. Окончательное решение принял глава банка, 

выбрав Алана Тьюринга. Вот как он это прокомментировал: «Алан Тью-

ринг был выдающимся математиком, чей труд оказывает огромное влияние 

на то, как мы живем сегодня. Работы Алана Тьюринга, отца компьютерных 

наук и искусственного интеллекта, а также героя войны, были прорывными 

и имели далеко идущие последствия. Тьюринг —  гигант, на плечах которого 

так многие стоят».

Тьюринг (1912–1954) был гением, который исследовал природу ком-

пьютерных вычислений и их пределы. Он предвидел восход устройств, де-

монстрирующих разумное поведение, задавался вопросами о том, могут ли 

компьютеры мыслить, сделал вклад в такие области, как математическая 

биология и механизмы морфогенеза, сыграл ключевую роль в расшифровке 

закодированных немецких сообщений во время Второй мировой войны (его 

участие десятилетиями оставалось засекреченным). В результате трагиче-

ского поворота событий Тьюринг покончил с собой. В 1952 году его аресто-

вали, осудили и приговорили к обязательной гормональной терапии за гомо-

сексуализм, который в Великобритании тех времен был противозаконным. 

Официальное помилование состоялось в 2013 году. Его изображение на но-

вой купюре —  это своего рода реабилитация, которая еще несколько десяти-

летий назад была бы немыслимой.

Все алгоритмы в этой книге описывались в виде простых шагов, доста-

точно элементарных для того, чтобы их можно было выполнить с помощью 

ручки и листа бумаги. Учитывая, что алгоритмы реализуются в компьютер-

ных программах, понимание того, что они на самом деле собой представляют, 

поможет понять, какие вычисления в принципе возможны. Для этого необхо-

димо глубже погрузиться в природу этих простых шагов. В конце концов, уче-

ник начальной школы и выпускник колледжа могут по-разному обращаться 

с ручкой и листом бумаги. Возможно ли в точности определить, из какого рода 
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шагов может состоять алгоритм? Тьюринг предложил ответ на этот вопрос 

еще до появления первых цифровых компьютеров. В 1936 году он разработал 

модель вычислительной машины, которая определяет, на что способен (лю-

бой) компьютер. Ее сокращенно называют машиной Тьюринга. Она состоит 

из следующих компонентов.

1. Лента, разделенная на клетки или ячейки. Каждая ячейка может быть 

пустой или содержать символ из какого-либо алфавита. Она может быть 

бесконечно длинной.

2. Головка может последовательно двигаться по ленте влево и вправо. Го-

ловка может считывать символы в ячейке, которая под ней находится. 

Мы называем символ в этой ячейке считанным. Головка может стереть 

или перезаписать считанный символ.

3. Управляющее устройство, также известное как регистр состояния. Мо-

жет находиться в любом состоянии, входящем в конечное множество. 

Представьте себе циферблат с состояниями, на любое из которых мо-

жет указывать стрелка.

4. Конечная таблица с инструкциями. Каждая инструкция определяет 

следующее действие машины. Это то, что сделает машина, учитывая 

текущее состояние и считанный символ.

Машина Тьюринга показана в схематическом виде на следующей стра-

нице.

Алфавит этой отдельно взятой машины Тьюринга состоит из 1 и  . Со-

гласно управляющему устройству, машина может находиться в одном из семи 

состояний, q
0
, q

1
,…, q

6
. В таблице с инструкциями каждому состоянию выде-

лена отдельная строка, а каждому возможному символу —  отдельный стол-

бец; чтобы вы могли видеть пустые ячейки, мы обозначим их как B. Текущее 

состояние определяется строкой, а считанный символ —  столбцом. Каждая 

запись в таблице инструкций содержит либо тройное значение, описываю-

щее действие, либо прочерк, который означает, что машине нечего делать 

в этом сочетании строки и столбца.

Действие машины состоит из следующих шагов.

1. Машина может изменить свое состояние или оставить его как есть. Но-

вое состояние является первым элементом тройного значения в конеч-

ной таблице инструкций.
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2. Она запишет символ в ячейке, размещенной под головкой. Это может 

быть тот же символ, который там уже есть (в результате существующий 

символ останется в ячейке). Записываемый символ —  это второй эле-

мент тройного значения.

3. Головка сместится либо влево (L), либо вправо (R) от текущей ячейки. 

Смещение —  это третий элемент тройного значения.
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Наша демонстрационная машина Тьюринга выполняет алгоритм, кото-

рый вычисляет разницу двух чисел, a и b, если a > b; в противном случае воз-

вращается ноль. Эта операция называется собственное вычитание, обозна-

чим ее как a   b. Мы имеем 4  2 = 2 и 2  4 = 0.

Вначале мы помещаем на ленту ввод машины. Ввод —  это конечная строка 

символов из машинного алфавита. Все остальные ячейки на ленте, слева 

и справа от нее, являются пустыми. В этой машине Тьюринга ввод имеет сле-

дующий вид: 1111  11; он представляет числа 4 и 2 в унарной системе счис-

ления, разделенные символом .

Изначально головка машины находится в крайней слева ячейке. Управ-

ляющее устройство указывает на состояние q
0
. Затем машина начинает ра-

ботать и выполнять свои действия. Если проследить первые шесть действий, 

можно увидеть следующую картину.

1. Мы начинаем в состоянии q
0
, а считанный символ равен 1.

Таблица инструкций дает нам (q
1
, B, R), поэтому машина поменяет свое 

состояние на q
1
, сотрет 1 и переместится вправо. Головка и лента будут 

выглядеть так:

2. Для состояния q
1
 и считанного символа 1 таблица инструкций дает нам 

(q
1
, 1, R). Машина прочитает и запишет 1, оставив ячейку без измене-

ний, и переместится вправо, оставаясь в состоянии q
1
.

3. Машина делает то же самое на шаге 2: считывает и записывает 1, оста-

ваясь в q
1
, и перемещается вправо.
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4. И снова машина прочитает и запишет 1, оставаясь в q
1
, и переместится 

вправо.

5. Головка перешла к символу , оставаясь в состоянии q
1
. Инструкция 

выглядит как (q
1
, , R). Машина поменяет состояние на q

2
, оставит 

на ленте и переместится вправо.

6. Головка перешла к символу 1, справа от  , и теперь находится в состоя-

нии q
2
. Инструкция выглядит как (q

2
, , L). Машина поменяет состояние 

на q
3
, запишет  вместо 1 и переместится влево.

Машина продолжит работать в том же духе, выполняя действия, предпи-

санные таблицей инструкций. Если взглянуть на весь процесс в целом, то ста-

новится очевидно, что машина выполняет цикл. На каждой итерации она на-

ходит самую левую единицу и заменяет ее пустым значением. Затем она ищет 

справа символ . Когда машина его находит, она продолжает перемещаться 

вправо, пока не обнаружит единицу и не запишет вместо нее . Таким обра-

зом на каждой итерации машина перезаписывает 1 слева и справа от  . Через 

какое-то время эта операция станет невыполнимой. В этом случае машина со-

трет символы  и завершит работу. Лента будет содержать значение 11, экви-

валент числа 2, окруженное пустыми ячейками. Чтобы просигнализировать 

о завершении работы, машина войдет в состояние q
6
, в котором, согласно таб-

лице инструкций, больше нечего делать, и остановится.

Если предоставить ввод 11  1111, машина будет работать до тех пор, 

пока лента не заполнится пустыми ячейками, эквивалентными значению 

0. Если дать машине любой ввод, состоящий из a единиц, звездочки и b 

единиц, она будет выполнять свои действия, пока на ленте не останется 

a –  b единиц (если a > b), или пока вся лента не будет состоять из одних 

пустых ячеек.
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Эта машина Тьюринга выполняет алгоритм для вычисления операции 

собственного вычитания на  основе предоставленного ввода, следуя ин-

струкциям, описанным в соответствующей таблице. Ее шаги настолько эле-

ментарны, что для выполнения операции головке приходится активно пе-

ремещаться туда-сюда. Чтобы найти 2  4 = 0 и 4  2 = 2 потребуется 21 

и, соответственно, 34 действия. Действий много, но насколько же они про-

сты! Для их выполнения требуется минимальный интеллект. Именно в про-

стоте итераций весь смысл. Для выполнения действий машины Тьюринга 

не требуется особых умений; вам лишь нужно сверяться с таблицей, пере-

мещаться по ленте, считывать и записывать по одному символу за раз и сле-

дить за своим состоянием. Вот и все. Нетривиальным этот подход делает то, 

что действия, которые способна выполнять машина Тьюринга, определяют, 

из каких шагов может состоять алгоритм.

В этой книге алгоритмы описывались на более высоком уровне с помо-

щью более сложных шагов. Это делалось для удобства, так как машина Тью-

ринга работает на таком низком уровне, что описывать с ее помощью наши 

алгоритмы было бы слишком громоздким процессом. Но все шаги в любом 

рассмотренном нами алгоритме можно представить в виде действий кор-

ректно составленной машины Тьюринга. Мы продемонстрировали простую 

машину для реализации собственного вычитания. Для более сложных алго-

ритмов нам понадобилась бы машина Тьюринга с большим количеством дей-

ствий, с более объемным алфавитом и более богатой таблицей инструкций. 

Но это была бы вполне выполнимая задача.

Несмотря на свою простоту, машина Тьюринга имеет широчайшую сферу 

применения; с ее помощью можно реализовать любой алгоритм. Машина 

Тьюринга способна выполнить любой алгоритм, который можно вычислить 

на компьютере. Иными словами, с ее помощью можно делать все, на что спосо-

бен алгоритм. Это свободная трактовка тезиса Черча —  Тьюринга, названного 

в честь Тьюринга и американского математика Алонсо Черча (1903–1995), од-

ного из основателей теоретических компьютерных наук. Это тезис, поскольку 

у него нет доказательства, и мы не знаем, можно ли его доказать математиче-

ски. Теоретически он может быть опровергнут, если кто-то разработает аль-

тернативный вид вычислений, способный решать задачи, которые не под силу 

машине Тьюринга. Но вряд ли это когда-либо произойдет. Поэтому машина 

Тьюринга считается формальным описанием понятия алгоритм.

Представьте себе компьютер —  настолько мощный, насколько хотите. Он 

будет куда быстрее описанной нами машины Тьюринга, которая работает с лен-

той символов. Но все, что он вычисляет алгоритмическим путем, может быть 



вычислено машиной Тьюринга. Это касается даже тех компьютеров, которые 

мы еще не умеем производить. Наши устройства работают с битами, которые 

принимают лишь одно из двух состояний: 0 или 1. Квантовые компьютеры ра-

ботают с кубитами. Если проверить состояние кубита, оно точно так же будет 

равно либо 0, либо 1. Но между проверками кубит может находиться в комбини-

рованном состоянии, известном как суперпозиция. То есть он одновременно мо-

жет быть равен 0 и 1, пока мы не решим его прочитать; только тогда он примет 

одно из этих двух значений. Это позволяет квантовым компьютерам представ-

лять сразу несколько состояний вычисления. Они способны быстро решать слож-

ные задачи, с которыми плохо справляются классические компьютеры. К сожа-

лению, на текущем уровне технологического прогресса производство квантовых 

компьютеров сопряжено с большими трудностями. Тем не менее даже они не мо-

гут делать что-то такое, что не под силу машине Тьюринга. Они более эффек-

тивны в решении некоторых задач, чем классические ЭВМ или любые машины 

Тьюринга, если уж на то пошло. Но если машина Тьюринга не может решить 

какую-то задачу, квантовый компьютер тоже окажется бессильным.

Рамки, в которых проводятся вычисления, определяются машинами Тью-

ринга. Все, что делает компьютер, можно сделать с помощью ручки и листа 

бумаги, работая с лентой символов. Все, что выполняется на любом цифро-

вом устройстве, в сущности, является последовательностью элементарных 

манипуляций с символами. В естественных науках мы наблюдаем окружаю-

щий мир и пытаемся объяснить его с помощью фундаментальных принци-

пов. В вычислениях все наоборот: мы пытаемся найти для фундаментальных 

принципов различные практические применения.

Тьюринг предложил свою машину в качестве модели вычислений еще 

до появления первых цифровых компьютеров. Это не мешало ему исследо-

вать возможности будущих вычислительных устройств. Говоря об ограниче-

ниях, свойственных компьютерам, следует помнить, что в их рамках челове-

ческий интеллект способен творить чудеса. Эти ограничения не мешают нам 

создавать алгоритмы на все случаи жизни. Когда в Месопотамии была изо-

бретена письменность, она предназначалась для учета, а не для литератур-

ных текстов. Первыми писателями, вероятно, стали бухгалтеры, но в итоге, 

несмотря на такое скромное начало, мы получили Уильяма Шекспира. Кто 

знает, что нам со временем принесут алгоритмы.

Рамки, в которых проводятся вычисления, определяются машинами Тью-

ринга. Все, что делает компьютер, можно сделать с помощью ручки и листа 

бумаги… Все, что выполняется на любом цифровом устройстве, является по-

следовательностью элементарных манипуляций с символами.
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Null

Ничто в компьютере.

PageRank

Алгоритм, который используется для ранжирования веб-страниц в зависимо-

сти от их значимости. Разработан основателями Google и стал фундаментом 

одноименной поисковой системы.

ReLU

Нейрон, который использует выпрямитель в качестве функции активации. 

ReLU расшифровывается как rectified linear unit (выпрямленная линейная 

единица).

Tanh (гиперболический тангенс)

Функция активации, похожая на сигмоиду, но со значениями в диапазоне 

от –1 до 1.

Softmax

Функция активации, которая принимает на вход вектор вещественных чи-

сел и превращает его в другой вектор, описывающий распределение вероят-

ностей.

«О» большое

Обозначение сложности вычислений. Имея алгоритм и ввод, превышающий 

какой-то пороговый показатель, оно дает нам максимальное ожидаемое ко-

личество шагов, необходимых для выполнения алгоритма. Ввод должен пре-

вышать какое-то пороговое значение, поскольку нас интересует поведение 

алгоритма в контексте больших наборов данных. Вычислительная сложность 

алгоритма «О» большое гарантирует, что при достаточно большом вводе ал-

горитму не потребуется больше определенного количества шагов. Например, 

сложность O(n2) означает, что, имея ввод размером n, превышающий опреде-

ленную пороговую величину, мы можем выполнить алгоритм за количество 

шагов, не превышающее фиксированный множитель n2.
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Автоматическое дифференцирование

Набор методик для получения производной функции численным, а не анали-

тическим путем, который потребовал бы использования правил исчисления 

для дифференцирования функций.

Активация

Генерация вывода нейроном.

Акцентированный отрезок

Часть ритма, на которую делается акцент.

Алгоритм

1. Вернитесь к первой странице этой книги.

2. Прочитайте текущую страницу.

3. Если непонятно, вернитесь к пункту 2. В противном случае переходите 

к пункту 4.

4. Если следующая страница существует, сделайте ее текущей и перейдите 

к пункту 2. В противном случае остановитесь.

Алгоритм Дейкстры

Алгоритм для поиска кратчайшего расстояния между двумя узлами в графе, 

изобретенный в  1956  году молодым голландским ученым Эдсгером Дейк-

строй. Он работает с графами, содержащими положительные веса.

Алгоритм Евклида

Алгоритм для поиска наибольшего общего делителя двух целых чисел, пред-

ставленный в 13-томном сборнике «Начала», который написал древнегрече-

ский математик Евклид (около 300 г. до н. э.). Этот труд посвящен геометрии 

и теории чисел, начиная с аксиом и заканчивая доказательством теорем, ос-

нованных на этих аксиомах. Это древнейшая дошедшая до нас работа в обла-

сти математики, в которой используется этот дедуктивный подход, что делает 

ее одной из наиболее влиятельных книг в истории науки.

Алгоритм обратного распространения

Фундаментальный алгоритм обучения нейронных сетей. Сеть корректирует 

свою конфигурацию (веса и сдвиги) путем передачи обновленных значений 

от конечного слоя к первому.
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Алгоритм Хирхольцера

Алгоритм поиска в графах циклов Эйлера. Опубликован в 1873 немецким ма-

тематиком Карлом Хирхольцером.

Аппаратное обеспечение

Физические компоненты, из  которых состоит компьютер или цифровое 

устройство. Этот термин дополняет программное обеспечение.

Ациклический граф

Граф, у которого нет циклов.

Бит

Основная единица информации, хранящаяся в компьютере. Бит может при-

нимать одно из двух значений: 0 или 1. Слово «бит» (англ. bit) происходит 

от словосочетания binary digit (двоичная цифра).

Блуждающий пользователь

Человек, который переходит с одной веб-страницы на другую в соответствии 

с вероятностью, заданной в матрице Google.

Быстрая сортировка

Метод сортировки, который работает путем многократного перемещения 

значений относительно выбранного элемента так, чтобы те, которые меньше 

его, оказались по левую сторону, а остальные —  по правую.

Вектор

Горизонтальная строка или вертикальный столбец чисел (или, в более общем 

смысле, математических выражений). Векторы обычно встречаются в геоме-

трии, где они имеют длину и направление и представлены в виде строки или 

столбца с их числовыми координатами; но в действительности понятие век-

тора носит более общий характер —  возьмите, к примеру, рейтинговый век-

тор. Вектор является частным случаем матрицы.

Вес (граф)

Число, назначенное ребру графа. Такое число, к примеру, может представ-

лять награду или наказание, связанные со ссылкой между двумя узлами, со-

единенными ребром.
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Вес (нейрон)

Числовое значение, закрепленное за синапсом нейрона. Из каждого синапса 

нейрон получает ввод, умноженный на вес этого синапса.

Взвешенный ввод (нейрон)

Сумма произведений входных значений и весов нейрона.

Висячий узел

Узел в алгоритме PageRank, у которого есть только входящие ребра.

Восхождение к вершине

Метафора для описания модели решения задач. Решение находится на вер-

шине горы, и мы должны взобраться на нее, начиная с ее подножия. На каж-

дом шагу может быть несколько альтернативных путей. Мы можем выбрать 

лучший путь в целом, не лучший путь, который, тем не менее, ведет к вер-

шине, или же путь, ведущий к плато. Последний вариант самый плохой, так 

как он вынуждает нас вернуться в предыдущую позицию и выбрать другой 

путь.

Выбор

Выбор между альтернативными наборами шагов в алгоритмах и программи-

ровании.

Выпрямитель

Функция активации, которая превращает любой отрицательный ввод в ноли. 

Остальной вывод прямо пропорционален ее вводу.

Гиперплоскость

Обобщенная плоскость в более чем трех измерениях.

Гиперссылка

Ссылка на другой участок в том же тексте или на другой документ. В вебе 

гиперссылки ведут с одной веб-страницы на другую, и пользователь может 

по ним переходить.

Гипертекст

Текст, содержащий гиперссылки.
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Глобальный оптимум

Лучшее решение задачи в целом.

Глубокое обучение

Нейронные сети, состоящие из множества скрытых слоев, организованных 

таким образом, чтобы каждый следующий слой представлял более глубокие 

концепции, соответствующие более высоким уровням абстракции.

Головной элемент

Первый элемент в списке.

Градиент

Вектор, содержащий все частные производные функции.

Граница решений

Значения одной или нескольких переменных, которые разделяют два разных 

исхода одного решения.

Граф

Набор узлов (вершин) и ребер (звеньев), которые их соединяют. С помощью 

графов можно моделировать всевозможные связные структуры, от людей 

до компьютерных сетей. В результате многие задачи можно смоделировать 

в виде графов, и на основе этого подхода разработано множество алгорит-

мов.

Графический процессор (GPU)

Чип, специально предназначенный для выполнения инструкций по созданию 

и редактированию изображений внутри компьютера.

Двоичный поиск

Поисковый алгоритм, который работает с упорядоченными данными. Мы бе-

рем элемент посередине пространства поиска. Если он совпадает с тем, кото-

рый мы искали, нам повезло. Если нет, мы повторяем эту процедуру в левой 

или правой части, в зависимости от того, в какую сторону мы промахнулись.

Длина пути

Сумма весов вдоль пути в  графе. Если у  графа нет весов, это количество 

звеньев, которые составляют путь.
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Жадный алгоритм

Алгоритм, в котором при выборе между двумя стратегиями мы предпочи-

таем ту, которая приносит лучший результат на текущий момент. Это может 

не привести к итоговому оптимальному исходу.

Задача коммивояжера

Имея список городов и расстояния между каждыми двумя из них, мы должны 

найти кратчайший маршрут, который позволит посетить каждый город ровно 

один раз и вернуться в начало. Это, наверное, самая известная нерешаемая задача.

Задача минимизации

Задача, в которой, помимо возможных решений, мы пытаемся найти то, у ко-

торого минимальное значение.

Задача о секретарях

Задача об оптимальной остановке. У нас есть группа кандидатов на долж-

ность секретаря, и мы собеседуем их по очереди. Решение о найме прини-

мается на месте, без возможности пересмотра и знакомства с оставшимися 

кандидатами.

Задача об оптимальных покупках (марковский момент)

Выбор лучшего момента для остановки в попытке максимизировать возна-

граждение, минимизировать наказание.

Закон Мура

Наблюдение, сделанное в 1965 году Гордоном Муром, основателем Fairchild 

Semiconductor и Intel. Заключается в том, что количество транзисторов на ин-

тегральных схемах удваивается каждые два года. Это пример экспоненциаль-

ного роста.

Замкнутый путь

Путь, который начинается и заканчивается в одном и том же узле графа. Ино-

гда его называют циклическим.

Запись

Набор взаимосвязанных данных, описывающих какую-то сущность для опре-

деленного приложения. Например, студенческая запись может содержать 

идентификационную информацию, год зачисления и копии документов.
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Интернет

Глобальная сеть компьютеров и цифровых устройств, взаимосвязанных по-

средством общего набора коммуникационных протоколов.

Итерация

См. цикл.

Категорийная перекрестная энтропия

Функция потери, которая вычисляет разницу между двумя распределениями 

вероятностей.

Квантовый компьютер

Компьютер, который использует квантовые явления для выполнения вычис-

лений. Квантовые компьютеры работают с кубитами вместо битов и могут 

решать некоторые задачи намного быстрее, чем классические ЭВМ. Изготов-

ление квантовых компьютеров сопряжено с определенными физическими 

трудностями.

Класс сложности

Набор задач, для решения которых требуется один и тот же объем ресурсов 

(таких как время или память).

Классификатор

Программа, которая относит наблюдение к одному из нескольких классов.

Ключ

Элемент записи, который мы используем для ее сортировки или поиска. Ключ 

может быть атомарным, если его нельзя разбить на отдельные части (напри-

мер, идентификационный номер), или составным, если он состоит из более 

мелких фрагментов данных (как полное имя, состоящее из фамилии, имени 

и отчества).

Кратчайший путь

Кратчайший путь между двумя узлами графа.

Кубит

Элементарная единица квантовой информации. Кубит может существовать 

в суперпозиции двух состояний, 0 и 1. Но, если его измерять, он схлопывается 



 ГЛОССАРИЙ  165

в одном из двух двоичных значений. Кубит может быть реализован с помо-

щью таких квантовых свойств, как спин электрона.

Линейно разделяемый

Набор данных, наблюдения в котором можно разделить на две категории 

с помощью прямой линии (в двумерном пространстве), плоскости (в трех-

мерном пространстве) или гиперплоскостью (если измерений больше 

трех).

Линейное время

Время, пропорциональное вводу алгоритма. Записывается как O(n).

Линейный поиск

Поисковый алгоритм, в котором каждый элемент анализируется по очереди, 

пока не будет найдено то, что мы ищем. Его еще называют последователь-

ным поиском.

Логарифм

Операция, противоположная возведению в  степень. Логарифм отвечает 

на следующий вопрос: «В какую степень нужно возвести число, чтобы полу-

чить нужное значение?» Если спросить, «в какую степень нужно возвести 10, 

чтобы получить 1000?», ответом будет 3, поскольку 103 = 1000. Число, возво-

димое в степень, называется основанием. Если ax = b, мы записываем log
a
x. 

Если a = 2, мы записываем lgx.

Логарифмическое время

Время, пропорциональное логарифму ввода алгоритма, например O(lgn). 

Присуще хорошим поисковым алгоритмам.

Логлинейное время

Время, пропорциональное произведению размера ввода алгоритма и лога-

рифма этого ввода, например O(nlgn). Присуще хорошим алгоритмам сор-

тировки.

Локальный оптимум

Решение, которое превосходит все другие решения, находящиеся по сосед-

ству, но не является лучшим в целом. Соседним называется решение, которое 

находится в одном шаге от текущего.
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Матрица

Прямоугольный массив, который, как правило, состоит из чисел или, в более 

общем виде, математических выражений. Содержимое матрицы организо-

вано в виде горизонтальных строк и вертикальных столбцов.

Матрица Google

Специального рода матрица (модификация матрицы гиперссылок), которая 

используется в степенном методе в алгоритме PageRank.

Матрица гиперссылок

Матрица, представляющая структуру графа; похожа на матрицу смежности, 

но каждый элемент в ней делится на количество ненулевых элементов в со-

ответствующем ряду.

Матрица смежности

Матрица, представляющая граф. Для каждой вершины графа предусмотрены 

строка и столбец. Каждая запись, строка и столбец которой соответствуют 

двум вершинам, соединенным ребром графа, содержит 1; все остальные за-

писи равны 0.

Машина Тьюринга

Идеализированная (абстрактная) машина, описанная Аланом Тьюрингом. 

Состоит из бесконечной ленты и подвижной головки, которая считывает и за-

писывает символы на этой ленте, руководствуясь набором заданных правил. 

Машина Тьюринга может реализовать любой алгоритм, поэтому ее можно 

использовать в качестве модели возможных вычислений.

Машинное обучение

Применение алгоритмов, которые решают задачи путем автоматического об-

учения на примерах.

Метка

В машинном обучении это значение, представляющее категорию, к кото-

рой принадлежит наблюдение. В ходе обучения компьютеру предоставля-

ются задачи вместе с решениями; если задача состоит в классификации, 

решение представляет собой метку, соответствующую определенному 

классу.
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Метод перегруппировки

Самоорганизующийся поисковый алгоритм. Найденный элемент меняется 

местами с предыдущим. Таким образом популярные элементы перемеща-

ются ближе к началу.

Метод строковой сортировки

Метод сортировки, который работает со своими ключами как с последова-

тельностью символов. Например, ключ 1234 воспринимается как строка сим-

волов 1, 2, 3, 4, а не как число 1234.

Мультиграф

Граф, в котором одно и то же ребро может повторяться.

Мультимножество

Множество, в котором элемент может встречаться в нескольких экземпля-

рах; в математике элемент не может входить в обычное множество больше 

одного раза.

Мусор на входе —  мусор на выходе

Если программе предоставлены неверные данные вместо ожидаемого ввода, 

не стоит ждать чудес: программа выдаст неверный результат вместо ожидае-

мого вывода.

Наибольший общий делитель

Наибольшее целое число, на которое делятся два других целых числа.

Направленный граф

Граф, в котором ребра направлены. Направленный граф также называют ори-

ентированным (или орграфом, если коротко).

Нейрон

Клетка, которая является элементарным составным элементом нервной си-

стемы. Она принимает сигналы от одних нейронов и передает их другим.

Ненаправленный граф

Граф с ненаправленными ребрами.
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Нерешаемая задача

Задача, решение которой с использованием лучшего известного нам алго-

ритма заняла бы слишком много времени для того, чтобы рассматривать 

что-то кроме тривиальных случаев.

Обратная ссылка

Ссылка, которая указывает на просматриваемую нами веб-страницу (или же 

веб-страница с этой ссылкой).

Обучение

Процесс предоставления алгоритму машинного обучения демонстрационного 

ввода, на основе которого он может научиться выдавать правильный вывод.

Обучение без учителя

Подход к машинному обучению, в котором алгоритму предоставляются за-

дачи без решений. Таким образом алгоритм должен определить, каким дол-

жен быть ввод для получения нужных решений.

Обучение с учителем

Подход к машинному обучению, в котором алгоритму предоставляются как 

сами задачи, так и их решения.

Онлайн-алгоритм

Алгоритм, которому не нужен полный ввод для решения задачи. Онлайн-ал-

горитм получает ввод постепенно, по мере его появления, и на каждом этапе 

генерирует решение на основе уже принятого ввода.

Оптимизаторы

Алгоритмы, которые оптимизируют значение функции. В машинном обуче-

нии оптимизаторы обычно минимизируют значение функции потерь.

Перемещение к началу

Самоорганизующийся поисковый алгоритм. При нахождении искомого эле-

мента мы перемещаем его в начало.

Переподгонка (переобучение)

Эквивалент зубрежки в машинном обучении. Модель, которую мы пытаемся 

обучить, слишком хорошо адаптируется к учебным данным. В результате она 
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неспособна предсказывать правильные значения для других, неизвестных 

данных.

Переполнение

Выход за пределы диапазона допустимых значений на компьютере.

Перестановка

Изменение порядка размещения каких-то данных.

Перфокарты

Кусок тонкого картона с дырами, размещение которых обозначает какую-то 

информацию. Эти карты использовались в  старых компьютерах и  даже 

раньше, в устройствах вроде жаккардового ткацкого станка, в котором они 

описывали тканые узоры.

Перцептрон

Искусственный нейрон, для активации которого используется ступенчатая 

функция.

Плотное соединение

Слои в нейронной сети организованы так, что все нейроны одного слоя соеди-

няются со всеми нейронами следующего.

Подгонка

Процесс машинного обучения на основе данных. В этом процессе создается 

модель, которая соответствует наблюдениям.

Полиномиальное время

Время, пропорциональное вводу алгоритма, возведенному в фиксированную 

степень. Например, O(n2).

Поразрядная сортировка

Метод сортировки, который работает путем разбиения ключей на состав-

ные части (например, на отдельные цифры, если это цифровой ключ) и рас-

пределения по группам в зависимости от значений этих составных частей 

(десять групп, по одной для каждой цифры). Вначале группы формируются 

на основе последней цифры, затем мы складываем их вместе и распределяем 

в зависимости от предпоследнего разряда и т. д. Дойдя до первого разряда, 
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мы получаем отсортированную группу. Это метод строковой сортировки, по-

скольку он работает с числовыми ключами как со строками цифр.

Последовательность

Последовательность шагов, выполняемых один за другим в алгоритмах и про-

граммировании.

Потеря

Разница между фактическим и желаемым выводом алгоритма машинного об-

учения. Обычно вычисляется функцией потерь.

Приближение

Решение задачи с помощью алгоритма, который может дать не оптимальный, 

но достаточно близкий к нему результат.

Программа

Набор инструкций, написанных на языке программирования, которые опи-

сывают вычислительный процесс.

Программирование

Искусство написания компьютерных программ.

Программная ошибка (англ. bug)

Ошибка в программе. С помощью этого термина Томас Эдисон описывал тех-

ническую неисправность. На ранних этапах развития компьютерной техники 

в оборудование пробирались настоящие насекомые (bugs) и выводили его 

из строя. Например, в 1947 году в компьютер Harvard Mark II залетел моты-

лек и отпечатался в его журнале, который впоследствии вошел в коллекцию 

Национального музея американской истории при Смитсоновском институте.

Программное обеспечение (software)

Набор программ, выполняющихся на компьютере или цифровом устройстве. 

Этот термин дополняет аппаратное обеспечение. Он использовался в разных 

областях еще до появления компьютеров. В 1850-х годах сборщики мусора 

называли разлагающиеся материалы soft-ware («мягкие изделия»), а осталь-

ные —  hard-ware («твердые изделия»). Эта терминология может поднять на-

строение тем, кому никак не удается заставить компьютер делать то, что 

от него требуется.
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Производная

Наклон функции в заданной точке или скорость ее изменения. Например, 

ускорение  —   это производная скорости (быстрота изменения скорости 

по времени).

Пространство поиска

Область значений, по которым мы ищем.

Путь

Последовательность ребер графа, которые соединяют последовательность узлов.

Путь выполнения

Последовательность шагов, которые алгоритм выполняет в ходе своей ра-

боты.

Разделяй и властвуй

Метод решения задач, в котором задача разбивается на более мелкие подза-

дачи (обычно две) снова и снова, пока они не становятся настолько простыми, 

что их решение становится тривиальным.

Разреженная матрица

Матрица, большинство элементов которой равны нулю.

Рандомизация

Использование в алгоритмах элемента случайности. Это дает алгоритму возмож-

ность находить хорошие решения в большинстве случаев, даже если поиск оп-

тимального решения является невыполнимым с вычислительной точки зрения.

Раскрашивание вершин

Назначение цветов вершинам графа таким образом, чтобы никакие две смеж-

ные вершины не были одного цвета.

Раскрашивание графа

Раскрашивание ребер или вершин графа.

Раскрашивание ребер

Назначение цветов ребрам графа таким образом, чтобы никакие два смеж-

ных ребра не были одного цвета.
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Распознавание изображений

Вычислительная задача по распознаванию образов в изображениях.

Расщепление

Разбиение материала на более мелкие части. В ядерной физике роль такого 

материала играет тяжелое ядро, излучающее большое количество протонов 

и нейтронов в результате столкновения с высокоэнергетической частицей.

Рейтинговый вектор

Вектор, содержащий рейтинги страниц графа.

Релаксация

Метод, который используется в алгоритмах для работы с графами. Искомым 

элементам назначаются худшие значения из возможных, и затем алгоритм их 

постепенно корректирует. Таким образом мы начинаем с самых крайних зна-

чений и плавно их смягчаем, приближая их к конечному результату.

Самоорганизующийся поиск

Поисковый алгоритм, который учитывает популярность элементов, переме-

щая их туда, где их можно будет быстрее найти.

Сдвиг

Числовое значение, присвоенное нейрону, которое определяет его склон-

ность к активации.

Сигмоида

Функция в форме буквы S, чьи значения находятся в диапазоне от 0 до 1.

Синапс

Соединение между нейронами.

Скрытый слой

Слой нейронной сети, не связанный напрямую с ее вводом или выводом.

Сложность (вычислительная сложность)

Время, необходимое для выполнения алгоритма. Время выражается в после-

довательности элементарных вычислительных шагов, которые нужно выпол-

нить.
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Собственный вектор

В линейной алгебре это вектор, дающий при умножении на определенную ма-

трицу тот же вектор, умноженный на число (которое называют собственным). 

PageRank находит первый собственный вектор матрицы Google, то есть соб-

ственный вектор матрицы Google с наибольшим собственным значением (1).

Сортировка слиянием

Метод сортировки, который работает путем многократного слияния все боль-

ших наборов отсортированных элементов.

Сортировка вставками

Метод сортировки, в котором каждый элемент вставляется в подходящую по-

зицию среди уже отсортированных элементов.

Сортировка выбором

Метод сортировки, в котором мы раз за разом находим наименьший из неупо-

рядоченных элементов и помещаем его в правильную позицию.

Социальная сеть

Граф, в котором роль узлов играют люди, а связи между ними являются ребрами.

Список

Структура данных, содержащая элементы. Каждый элемент указывает на сле-

дующий; исключение составляет последний элемент, который указывает 

в никуда или, как еще говорят, на null. Таким образом элементы связаны ме-

жду собой, поэтому подобные списки также называют связными.

Срабатывание (нейрон)

См. активация (нейрон).

Степенной метод

Алгоритм, который берет вектор, умножает его на матрицу и затем умножает 

результат на ту же матрицу снова и снова, пока он не придет к стабильному 

значению. Степенной метод —  ключевой элемент PageRank; вектор, в кото-

ром он сходится, является первым собственным вектором матрицы Google.

Степень (узел)

Количество ребер узла.
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Строка

Последовательность символов. Традиционно символами считали буквы ал-

фавита, но в настоящее время содержимое строки зависит от контекста; это 

могут быть цифры, буквы, знаки препинания или даже недавно изобретен-

ные символы, такие как эмодзи.

Структура данных

Способ организации данных таким образом, чтобы их можно было обрабаты-

вать с помощью набора определенных готовых операций.

Табулятор

Электромеханическое устройство, которое могло считывать перфокарты 

и использовать эту информацию для выдачи числовых значений.

Тезис Черча —  Тьюринга

Гипотеза о том, что любые вычисления, которые можно описать с помощью 

алгоритма, могут быть выполнены машиной Тьюринга.

Тестовый набор данных

Данные, которые откладываются в сторону во время обучения. С их помощью 

мы проверяем, насколько хорошо конкретный метод машинного обучения 

проявляет себя при работе с реальным вводом.

Узел

Элемент в различных структурах данных. Элементы списка называют уз-

лами.

Указатель

Участок компьютерной памяти, хранящий адрес другого участка компьютер-

ной памяти. Таким образом первый ссылается на второй.

Унарная система счисления

Система счисления, в которой числа представлены одним символом; напри-

мер, один штрих обозначает единицу, а III —  число 3.

Управляющая структура

Три возможных способа комбинирования шагов алгоритма или программы: 

последовательность, выбор и итерация.
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Учебный набор данных

Данные, которые мы предоставляем алгоритмам машинного обучения, чтобы 

научить их решать задачи.

Факториал

Факториал натурального числа n является произведением всех чисел от 1 до n 

включительно. Мы используем обозначение n!, поэтому n! = 1 × 2 × … × n. 

Это определение можно расширить до всех вещественных чисел, но здесь нас 

это не интересует.

Факториальная сложность

Вычислительная сложность, которая соответствует факториальному росту. 

В обозначении больше «О» это выглядит как O(n!).

Функция активации

Функция, которая определяет вывод нейрона на основе его ввода.

Хроматический индекс

Минимальное количество цветов, которые нужны, чтобы раскрасить все 

ребра графа (задача раскраски графа).

Центральное процессорное устройство

Чип, который выполняет инструкции программы внутри компьютера.

Цикл

Путь, который начинается и заканчивается в одном и том же узле графа. 

А также повторяющаяся последовательность инструкций в компьютерной 

программе. Цикл завершается при выполнении условия. Цикл, который ни-

когда не заканчивается, называется бесконечным и обычно является резуль-

татом ошибки, не давая программе остановиться. См. итерация.

Частная производная

Производная функции для одной из множества переменных, в то время как 

остальные переменные принимаются за константы.

Число Эйлера

Математическая константа e, приблизительно равная 2,71828. Это предел  

(1 + 1/n)n, где n стремится к бесконечности.



Эвристика

Стратегия выбора между альтернативными решениями в алгоритме. Жадная 

эвристика склоняет нас к выбору, который выглядит лучше всего прямо сей-

час (без учета того, что может произойти в будущем).

Эйлеров путь

Маршрут, проходящий по каждому ребру графа ровно один раз. Его еще на-

зывают «эйлерова цепь».

Эйлеров цикл

Эйлеров путь, который начинается и заканчивается в одном и том же узле.

Экспоненциальный рост

Модель роста, в которой количество элементов последовательно умножается 

само на себя. Например, мы начинаем с a элементов, затем получаем a × a, за-

тем a × a × a; в целом это Формула. При экспоненциальном росте числа бы-

стро увеличиваются.

Эпоха

Этап в процессе машинного обучения, охватывающий весь набор учебных данных.

Эффект Матфея

Явление, состоящее в том, что богатые становятся богаче, а бедные беднеют. 

Названо в честь стиха из Евангелия от Матфея (25:29) и, как показывает прак-

тика, применимо ко многим сферам, а не только к материальному богатству.

Язык программирования

Искусственный язык, с  помощью которого можно описывать этапы вы-

числений. Язык программирования может быть выполнен на компьютере. 

У языков программирования, как и у естественных языков, есть синтаксис 

и грамматика, которые определяют, что на них можно писать. Их существует 

большое количество, и постоянно появляются новые языки, призванные сде-

лать программирование более продуктивным (или просто потому, что мно-

гие не могут удержаться от создания собственного языка в надежде на то, что 

он получит широкое распространение). Языки программирования бывают 

высокоуровневыми и низкоуровневыми; первые похожи на естественный 

язык, а последние состоят из элементарных конструкций, отражающих соот-

ветствующее аппаратное обеспечение.
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ПРИМЕЧАНИЯ

Предисловие

1. Если вам интересны эти и другие индикаторы глобального успеха, достиг-

нутого благодаря идеям Просвещения, ищите «Pinker 2018».

Глава 1

1. Передача The Algorithmic Age («Алгоритмическая эра») транслировалась 

8 февраля 2018 года на Radio Open Source.

2. Подробности об алгоритмах древнего Вавилона ищите в [Кнут, 1972].

3. Алгоритм для распределения пульсации по временным отрезкам в SNS был 

предложен Эриком Бьерклундом (1999). В 2005 году Готфрид Туссен заме-

тил сходство с ритмами, и его работа является основой для нашей трак-

товки. Подробности ищите в исследованиях Демайна и др. (2009). Если вас 

интересует пространный анализ алгоритмов и музыки, см. [Туссен, 2013].

4. Эти критерии определил Дональд Кнут (1997, разд. 1), который тоже начи-

нает свою трактовку с алгоритма Евклида.

5. Если вас интересует перечисление путей в сетке, см. [Кнут, 2011, 253–255]; 

там же дается пример и изображения путей. Алгоритм, который опреде-

ляет количество возможных путей, ищите в [Ивашита и др., 2013].

6. Описания этого числа можно найти в [Тайсон, Страусс и Готт, 2016, 18–20]. 

В романе Дейва Эггерса, «Сфера», одна технологическая компания подсчи-

тывает количество песчинок в пустыне Сахара.

7. Лист бумаги, который складывается n раз, должен быть достаточно боль-

шим. Если всегда складывать его вдоль одной и той же оси, он должен быть 

довольно длинным. Длина определяется по формуле L t n n= +( ) −( )π
6 2 4 2 1 , где 

t —  толщина листа, a n —  количество сгибов. Если сложить квадратный 

лист бумаги в  чередующихся направлениях, его ширина должна быть 

равна W t n≈ −( )π 2 3 2 1( / ) . Эти формулы сложнее, чем обычное возведение в ква-

драт, так как при каждом складывании часть листа уходит на формирова-

ние изгибов вдоль согнутого края; именно для вычисления этих изгибов 
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здесь используется число π. Эти формулы в 2002 году предложила Бритни 

Кристал Галливан, которая в то время была старшеклассницей. Она ре-

шила продемонстрировать, что рулон туалетной бумаги длиной 365 ме-

тров можно сложить пополам всего 12 раз. Хорошее введение в степени 

степеней (включая этот пример) можно найти в [Строгаз, 2012, глава 11].

8. См. Transistor count, «Википедия», https://en.wikipedia.org/wiki/Transistor_

count.

9. Это вызвано тем, что для сравнения n элементов друг с другом вам нужно 

взять один элемент и сравнить его с остальными n —  1 элементами, затем 

взять еще один и сравнить его с n —  2 элементами (с первым вы его уже срав-

нили) и т. д. Таким образом получается 1 + 2 + … + (n – 1) = n(n – 1) / 2 срав-

нений. Затем вы получаете O(n(n – 1) / 2) = О(n2 —  n / 2) = O(n2), потому 

что, согласно определению большого «O», алгоритм, время работы которого 

не превышает O(n2), точно успеет выполниться за время О(n2 —  n / 2).

Глава 2

1. Изображение находится в общественном состоянии и взято из Wikipedia 

Commons по адресу: https://commons.wikimedia.org/wiki/File: Konigsberg_

Bridge.png.

2. Документ (Eulerho, 1736) доступен на сайте Euler Archive (http://eulerarchive.

maa.org), который находится в ведении Математической ассоциации США. 

Английский перевод находится в [Биггз, Ллойд и Уилсон, 1986].

3. Графам посвящен обширный раздел научной литературы. Хорошей от-

правной точкой будет [Бенджамин, Чартранд и Чанг, 2015].

4. Изображение, опубликованное в оригинальном издании (Eulerho, 1736), 

взято из Wikipedia Commons по адресу: https://commons.wikimedia.org/

wiki/File:Solutio_problematis_ad_geometriam_situs_pertinentis,_Fig._1.png. 

Находится в общественном доступе.

5. Изображение из [Кекуле, 1872], взятое из «Википедии» по адресу: https://

en.wikipedia.org/wiki/Benzene#/media/File: Historic_Benzene_Formulae_

Kekul%C3%A9_(original).png. Находится в общественном достоянии.

6. Оригинальное издание на немецком языке ищите в [Хирхольцер, 1873].

7. Если вам интересны подробности об алгоритме Хирхольцера и других ал-

горитмах для эйлерового пути, см. [Флейшнер, 1991]. Использование гра-

фов в процессе составления генома описывается в [Певзнер, Танг и Уотер-

ман, 2001; Компю, Певзнер и Теслер, 2001].
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8. Анализ оптимальности жадного онлайн-алгоритма для раскрашивания 

ребер, а также пример звездообразного графа, иллюстрирующего худший 

случай, можно найти в [Бар-Ной, Мотвани и Наор, 1992].

9. В оригинальной басне двумя персонажами были муравей и цикада. Они 

также встречаются в латинских переводах с древнегреческого и пересказе 

Жана де Лафонтена на французском языке.

10. История об изобретении алгоритма изложена Дейкстрой в интервью Misa 

and Frana в 2010 году.

Глава 3

1. Первое описание эффекта Матфея встречается в [Мертон, 1968]. Обзоры 

ряда явлений с неравномерными распределениями ищите в [Барабаси 

и Мартон, 2016; Уест, 2017]. Если вас интересует несоответствие распре-

делений роста и богатства среди посетителей стадиона, см. [Талеб, 2007].

2. Самоорганизующийся поиск представлен Джоном Маккейбом в 1965 году. 

Анализ производительности методов перемещения в начало и перегруппи-

ровки можно найти в [Ривест ,1976; Бахраш, Эль-Янив и Рейнштедтлер, 2002].

3. Задача о секретарях опубликована в колонке Мартина Гарднера в февраль-

ском выпуске журнала Scientific American 1960 года. Решение дано в мар-

товском выпуске. Об истории этой задачи можно почитать в [Фергюсон, 

1989]. В 2006 году Д. Нил Бирден предложил решение для варианта, со-

ставленного без использования принципа «все или ничего». В [Мэтт Пар-

кер, 2014, 11 глава] находится описание этой задачи вместе с несколькими 

другими математическими идеями и введением в компьютеры.

4. Двоичный поиск появился на заре компьютерной эпохи [Кнут 1998]. Джон 

Мокли, один из архитекторов ENIAC, первого цифрового компьютера об-

щего назначения, описал его в 1946 году. Если вас интересует богатая ис-

тория двоичного поиска, см. [Бентли, 2000; Пэттис, 1988; Блох, 2006].

Глава 4

1. Холлерит, 1894.

2. Сортировки выбором и вставками существуют с момента появления пер-

вых компьютеров; они включены в исследование методов сортировки 

в 1950-х годах [Friend, 1956].
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3. Согласно [Кнуту, 1998, 170], идея, стоящая за поразрядной сортировкой в том 

виде, в котором мы ее видели здесь, существует как минимум с 1920-х годов.

4. Подбрасывание монеты следует из 1 / 52! ≈ (1 / 2)226. Пример с выбором 

случайного атома позаимствован у Дэвида Хэнда (2014), согласно кото-

рому, вероятность меньше одного из 1050 является пренебрежительно низ-

кой в космических масштабах.

5. См. [Хоар, 1961a, 1961b, 1961c].

6. Больше о рандомизированных алгоритмах можно найти в [Митценмахер 

и Апфол, 2017].

7. О жизни фон Неймана и атмосферы, царившей в эпоху появления первых 

цифровых компьютеров, можно почитать в [Дайсон, 2012]. Презентацию 

программы для сортировки слиянием фон Неймана см. [Кнут, 1970].

Глава 5

1. Оригинальная версия алгоритма PageRank опубликована Брином и Пэй-

джем в 1998 году. Мы лишь поверхностно затронули ее математические 

аспекты. Более глубокий обзор ищите в [Брайан и Лейсе, 2006]. Введение 

в поисковые системы и PageRank представлено в [Лэнгвил и Мейер, 2006; 

Берри и Браун, 2005]. Еще одним важным алгоритмом ранжирования явля-

ется Hypertext Induced Topic Search или HITS [Клейнберг, 1998, 1999], раз-

работанный раньше, чем PageRank. Задолго до этого, еще в 1940-х годах, 

похожие идеи возникали в других областях, например в социометрии, на-

уке об измерении социальных отношений, и эконометрике, науке о коли-

чественных аспектах экономических принципов [Францешет, 2011].

Глава 6

1. Современные технологии позволяют рассматривать нейроны гораздо более 

детально, но Рамон-и-Кахаль был пионером в этой области, и его рисунки 

считаются одними из самых элегантных иллюстраций в истории науки. 

В Интернете можно найти множество изображений нейронов, но этого ри-

сунка нам достаточно; вы можете сами убедиться в красоте и неувядающей 

силе иллюстраций Рамон-и-Кахаля, выполнив простой поисковый запрос. 

Приведенный здесь рисунок находится в общественном достоянии и досту-

пен по адресу: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:PurkinjeCell.jpg.
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2. Если быть точным, название «сигмоида» происходит от греческой буквы 

сигма, Σ, но по своему внешнему виду эта функция больше напоминает ла-

тинскую букву S.

3. Касательная угла определяется как отношение противоположной стороны 

прямоугольного треугольника к смежной или как синус угла, поделенный 

на косинус угла в единичной окружности. Гиперболический тангенс опре-

деляется как отношение между гиперболическим синусом и гиперболиче-

ским косинусом угла на гиперболе.

4. В 1943 году Уоррен Маккаллок и Уолтер Питтс предложили первый искус-

ственный нейрон. В 1957 году Фрэнк Розенблатт описал перцептрон. Этим 

изобретениям уже больше полувека. Как же так получилось, что нейрон-

ные сети набрали популярность лишь недавно? В 1969 году Марвин Мин-

ски и Сеймур Пейперт в своей знаменитой одноименной книге нанесли 

сильный удар по идее перцептрона, указав на то, что ему свойственны 

фундаментальные вычислительные ограничения. Это в сочетании с несо-

вершенным оборудованием тех дней привело к так называемой зимней 

спячке в нейронных вычислениях, которая длилась вплоть до 1980-х, пока 

исследователи не научились создавать и обучать сложные нейронные сети. 

Это возродило интерес к данной области, но, чтобы довести нейронные 

сети до уровня популярности, который наблюдается в последние пять лет, 

пришлось проделать много работы.

5. Одна из трудностей при изучении нейронных сетей связана с  запутан-

ными обозначениями, которые, как может показаться, понятны только 

избранным. Но на самом деле они не такие уж и сложные, если понимать, 

о чем идет речь. Мы часто можем встретить производные; производная 

функции f(x) по x записывается как 
df x

dx
( )

. Частная производная функции f 

со многими переменными, такими как x
1
, x

2
, … x

n
, записывается как 

∂
∂

f
xi

. 

Градиент обозначает как ∇ = ∂
∂ … ∂

∂f f
x

f
xn

( , , )
1

.

6. Алгоритм обратного распространения появился на свет в середине 1980-х 

[Румельхарт, Хинтон и  Уильямс, 1986], хотя различные его вариации 

встречались еще в 1960-х годах.

7. Это изображение взято из  набора данных Fashion-MNIST [Сяо, Расул 

и Вольграф, 2017[, разработанного для измерения производительности 

машинного обучения. Раздел вдохновлен учебным руководством по ос-

новам классификации в TensorFlow, доступным по адресу: https://www.

tensorflow.org/tutorials/keras/basic_classification.

8. Описание первой системы, победившей чемпиона по го, можно найти 

в [Сильвер и др., 2016]. Ее улучшенная версия, не требующая человеческих 



знаний в форме сыгранных ранее партий, описывается в [Сильвер и др., 

2017].

9. Литература, посвященная глубокому обучению, является довольно обшир-

ной. Если вас интересует комплексное введение в эту область, см. [Гуд-

феллоу, Бенджио и Курвилль, 2016]. Краткий обзор можно найти в [Лекун, 

Бенджио и Хинтон, 2015]. Темы глубокого и машинного обучения осве-

щаются в [Алпайдин, 2016]. Исследование на тему автоматических поис-

ковых методов в нейронной архитектуре можно почитать в [Елскен, Хен-

дрик Метзен и Хаттер, 2018].

Послесловие

1. Помимо Тьюринга, другими известными исследователями в этой обла-

сти были Мэри Эннинг, Пол Дирак, Розалинд Фрэнклин, Уильям и Кэро-

лин Хершел, Дороти Ходжкин, Ада Лавлейс и Чарльз Бэббидж, Стивен Хо-

кинг, Джеймс Клерк Максвелл, Сриниваса Рамануджан, Эрнест Резерфорд 

и Фредерик Сэнгер. Бэббидж, Лавлейс и Тьюринг были пионерами в сфере 

компьютеров. Бэббидж (1791–1871) изобрел первую вычислительную ма-

шину и выработал фундаментальные принципы, на которых основаны со-

временные компьютеры. Лавлейс (1815–1852), дочь лорда Байрона, рабо-

тала вместе с Бэббиджем, осознала потенциал его изобретения и создала 

первый алгоритм, который можно было выполнить на таком устройстве. 

В наши дни она считается первым компьютерным программистом. Ди-

зайн купюры номиналом £50 можно посмотреть в  официальном объ-

явлении по  адресу: https://www.bankofengland.co.uk/news/2019/july/

50-pound-banknote-character-announcement.

2. См. замечательную биографию, составленную Эндрю Ходжесом (1983). 

Роль Тьюринга во взломе немецкой шифровальной машины Энигма осве-

щена в фильме «Игра в имитацию», вышедшем в 2014 году.

3. Описание машины доступно в [Тьюринг, 1937, 1938].

4. Пример машины Тьюринга позаимствован из [Джон Хопкрофт, Раджив 

Мотвани и Джефри Уллман, 2001, глава 8]. Рисунок основан на примере 

Себастьяна Сардины, доступном по адресу: http://www.texample.net/tikz/

examples/turing-machine-2/.

5. Подробности о тезисе Черча —  Тьюринга см. [Льюис и Пападимитрио, 

1998, глава 5]. Обсуждение истории тезиса Черча —  Тьюринга и его раз-

личных вариантов можно найти в [Копленд и Шагрир, 2019].
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